
8장  삼차원에서의 양자 역학



−
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 Ψ = 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ

비상대론적 양자역학의 슈뢰딩거 방정식



3차원의 구면좌표계에서 라플라시안Laplacian 연산자를

나타내보자.



𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜙

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜙

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

구면좌표계



𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

𝑑𝑟
𝑟𝑑𝜃

𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜙

구면좌표계에서 벡터의 표현



𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

𝑑𝑟
𝑟𝑑𝜃

𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜙

≡ 𝑇

𝑇𝑇𝑇 = 𝐼

구면좌표계에서 벡터의 표현



≡ 𝑇

𝑇𝑇𝑇 = 𝐼

Ƹ𝑖
Ƹ𝑗
෠𝑘

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

Ƹ𝑟
መ𝜃
෠𝜙

구면좌표계에서 벡터의 표현



≡ 𝑇

𝑇𝑇𝑇 = 𝐼

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

𝜕

𝜕𝑟
𝜕

𝑟𝜕𝜃
𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙

구면좌표계에서 벡터의 표현



𝛻 = Ƹ𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ ෠𝜃

𝜕

𝑟𝜕𝜃
+ ෠𝜙

𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙

미분 연산자



𝛻 = Ƹ𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ ෠𝜃

𝜕

𝑟𝜕𝜃
+ ෠𝜙

𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙

𝛻 ∙
Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

መ𝜃

𝑟 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

෠𝜙

𝑟
= 0

미분 연산자



𝛻 = Ƹ𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ ෠𝜃

𝜕

𝑟𝜕𝜃
+ ෠𝜙

𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙

𝛻 ∙ 𝛻 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

미분 연산자

𝛻 ∙
Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

መ𝜃

𝑟 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

෠𝜙

𝑟
= 0



슈뢰딩거 방정식을 푸는 과정



0. 변수분리
separation of variables

Ψ(𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) = 𝑅 𝑟 𝑌(𝜃, 𝜙)𝑇(𝑡)



1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜙

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜙

𝜕𝜙2
= −ℓ ℓ + 1 𝑌 𝜃, 𝜙

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

각도 방향

반지름 방향

변수별 방정식



−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

반지름 방향

𝑢 𝑟 = 𝑟𝑅(𝑟)로 변수 치환

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢 𝑟

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢(𝑟) = 𝐸𝑢(𝑟)

구심력 항을 포함한 유효 퍼텐셜 effective potential

반지름 방향 방정식



1. 일반해 찾기
general solution

𝜓 𝑥 = 𝐴𝜓1 + 𝐵𝜓2



2. 경계조건 부여
boundary conditions

𝜓𝑛 𝑥 = 𝐴𝜓1𝑛 + 𝐵𝜓2



𝑑2Φ(𝜙)

𝑑𝜙2
+𝑚2Φ(𝜙) = 0

𝜙−방향

Φ 𝜙 = 𝑒±𝑖𝑚𝜙

각도방향의 대칭성때문에, 𝑚은 정수가 되어야 한다.

각도 방향의 해



sin 𝜃
𝑑

𝑑𝜃
sin 𝜃

𝑑Θ 𝜃

𝑑𝜃
+ ℓ ℓ + 1 sin2 𝜃 − 𝑚2 Θ 𝜃 = 0

𝜃−방향

1 − 𝑥2
𝑑2Θ

𝑑𝑥2
− 2𝑥

𝑑Θ

𝑑𝑥
+ ℓ ℓ + 1 −

𝑚2

1 − 𝑥2
Θ = 0

𝑥 = cos 𝜃 로 변수 치환

이 방정식은 연관 르장드르 방정식(associated Legendre equation)이 된다.

각도 방향의 해



르장드르 다항식



−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

반지름 방향

𝑢 𝑟 = 𝑟𝑅(𝑟)로 변수 치환

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢 𝑟

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢(𝑟) = 𝐸𝑢(𝑟)

구심력 항을 포함한 유효 퍼텐셜 effective potential

반지름 방향 방정식



−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

반지름 방향

한 번 더 𝜌 ≡ 𝜅𝑟로 변수 치환

𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
= 1 −

𝜌0
𝜌
+
ℓ ℓ + 1

𝜌2
𝑢(𝜌)

속박 상태에서 𝜅 ≡ −2𝑚𝐸/ℏ 및 𝜌0 ≡
𝑚𝑒2

2𝜋𝜀0ℏ2𝜅
 으로 정의할 수 있다.

반지름 방향 방정식



𝜌 → ∞일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃ 𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌

𝜌 → 0일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃
ℓ(ℓ + 1)

𝜌2
𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐶𝜌ℓ+1 + 𝐷𝜌−ℓ

𝑢(𝜌) = 𝜌ℓ+1𝑒−𝜌𝑣(𝜌)와 같이 함수를 다시 정의해서 방정식을 써 볼 수 있다.

𝜌𝑣′′ + 2 ℓ + 1 − 𝜌 𝑣′ + 𝜌0 − 2 ℓ + 1 𝑣 = 0

반지름 방향 방정식



𝜌𝑣′′ + 2 ℓ + 1 − 𝜌 𝑣′ + 𝜌0 − 2 ℓ + 1 𝑣 = 0

𝑣 =෍

𝑗=0

∞

𝑐𝑗𝜌
𝑗 → 𝑐𝑗+1 =

2 𝑗 + ℓ + 1 − 𝜌0
(𝑗 + 1)(𝑗 + 2ℓ + 2)

𝑐𝑗

𝑗 ≫ 1인 경우 𝑣~𝑒2𝜌가 되므로 발산하게 된다.

따라서 유한한 차수의 다항식(연관 라게르 다항식 𝐿𝑛−ℓ−1
2ℓ+1 )만 허용된다.

2 𝑗𝑚𝑎𝑥 + ℓ + 1 − 𝜌0 = 0 → 𝑗𝑚𝑎𝑥 + ℓ + 1 ≡ 𝑛

𝜌0 = 2𝑛

반지름 방향 방정식



3. 규격화 조건
normalization

𝜓𝑛 𝑥 = 𝐴(𝑛)𝜓1𝑛



𝑌𝑚
ℓ 𝜃,𝜙 = 𝜖

2ℓ + 1

4𝜋

ℓ − 𝑚 !

ℓ + 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜙𝑃ℓ

𝑚 cos 𝜃

구면조화함수 spherical harmonics



각운동량 연산자를 구면좌표계로 다시 나타내면, 다음과 같다.

따라서 구면조화함수는 두 연산자의 고유상태가 된다.

𝐿2 = −ℏ2
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

𝐿𝑧 =
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝜙



따라서 구면조화함수는 두 연산자의 고유상태가 된다.

𝐿2| ۧℓ,𝑚 = ℏ2ℓ(ℓ + 1)| ۧℓ,𝑚

𝐿𝑧| ۧℓ,𝑚 = ℏ𝑚| ۧℓ,𝑚



𝑛 = 1, 2, 3, …

ℓ = 0, 1, 2, … , 𝑛 − 1 즉, 𝑛개

𝑚 = −ℓ,−ℓ + 1, … , 0, … , +ℓ    즉, 각 ℓ에 대해 2ℓ + 1개

따라서, 각 𝑛에 대해 허용되는 (ℓ,𝑚)은 𝑛2개

𝑎 ≡ 4𝜋𝜀0ℏ
2/𝑚𝑒2: 보어 반지름 Bohr radius

수소원자의 파동함수

𝜓𝑛ℓ𝑚 =
2

𝑛𝑎

3
𝑛 − ℓ − 1 !

2𝑛[ 𝑛 + 1 !]3
𝑒−

𝑟
𝑛𝑎

2𝑟

𝑛𝑎

ℓ

𝐿𝑛−ℓ−1
2ℓ+1 2𝑟

𝑛𝑎
𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜙)



수소원자의 파동함수



𝐸 = −
ℏ2

2𝑚
𝜅2 = −

ℏ2

2𝑚

𝑚𝑒2

2𝜋𝜀0ℏ
2𝜌0

2

= −
ℏ2

2𝑚

𝑚𝑒2

2𝜋𝜀0ℏ
2(2𝑛)

2

이 결과는 보어 모델에서 얻은 에너지의 결과와 같다.

= −
𝑚𝑐2𝛼2

2𝑛2
= −

𝐸1
𝑛2

𝛼 ≡
𝑒2

4𝜋𝜀0ℏ𝑐
: 미세구조상수

에너지의 양자화
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   ( −    ℏ 2  2 m  𝛻 2 + V ) Ψ = i ℏ  𝜕  𝜕 t Ψ


  x = r  sin ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙


  y = r  sin ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙


  z = r  cos ⁡ 𝜃


   (    d x   d y   d z ) =  (     sin ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙  −  sin ⁡ 𝜙    sin ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜙    cos ⁡ 𝜃  −  sin ⁡ 𝜃  0 )  (    d r   r d 𝜃   r  sin ⁡ 𝜃 d 𝜙 )


   (    d x   d y   d z ) =  (     sin ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙  −  sin ⁡ 𝜙    sin ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜙    cos ⁡ 𝜃  −  sin ⁡ 𝜃  0 )  (    d r   r d 𝜃   r  sin ⁡ 𝜃 d 𝜙 )


  ≡ T


   T T T = I


  ≡ T


   T T T = I


   (     i ^    j ^    k ^ ) =  (     sin ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙  −  sin ⁡ 𝜙    sin ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜙    cos ⁡ 𝜃  −  sin ⁡ 𝜃  0 )  (     r ^    𝜃 ^    𝜙 ^ )


  ≡ T


   T T T = I


   (     𝜕  𝜕 x    𝜕  𝜕 y    𝜕  𝜕 z ) =  (     sin ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  cos ⁡ 𝜙  −  sin ⁡ 𝜙    sin ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜃  sin ⁡ 𝜙   cos ⁡ 𝜙    cos ⁡ 𝜃  −  sin ⁡ 𝜃  0 )  (     𝜕  𝜕 r    𝜕  r 𝜕 𝜃    𝜕  r  sin ⁡ 𝜃 𝜕 𝜙 )


  𝛻 =  r ^  𝜕  𝜕 r +  𝜃 ^  𝜕  r 𝜕 𝜃 +  𝜙 ^  𝜕  r  sin ⁡ 𝜃 𝜕 𝜙


  𝛻 =  r ^  𝜕  𝜕 r +  𝜃 ^  𝜕  r 𝜕 𝜃 +  𝜙 ^  𝜕  r  sin ⁡ 𝜃 𝜕 𝜙


  𝛻 ∙  (    r ^   r 2  sin ⁡ 𝜃 ) = 𝛻 ∙  (    𝜃 ^  r  sin ⁡ 𝜃 ) = 𝛻 ∙  (    𝜙 ^ r ) = 0


  𝛻 =  r ^  𝜕  𝜕 r +  𝜃 ^  𝜕  r 𝜕 𝜃 +  𝜙 ^  𝜕  r  sin ⁡ 𝜃 𝜕 𝜙


  𝛻 ∙ 𝛻 =  1   r 2  𝜕  𝜕 r  (  r 2  𝜕  𝜕 r ) +  1   r 2  sin ⁡ 𝜃  𝜕  𝜕 𝜃  (  sin ⁡ 𝜃  𝜕  𝜕 𝜃 ) +  1   r 2    sin 2 ⁡ 𝜃    𝜕 2  𝜕  𝜙 2


  𝛻 ∙  (    r ^   r 2  sin ⁡ 𝜃 ) = 𝛻 ∙  (    𝜃 ^  r  sin ⁡ 𝜃 ) = 𝛻 ∙  (    𝜙 ^ r ) = 0


  Ψ ( r , 𝜃 , 𝜙 , t ) = R  ( r ) Y ( 𝜃 , 𝜙 ) T ( t )


   1   sin ⁡ 𝜃    𝜕  𝜕 𝜃  (  sin ⁡ 𝜃   𝜕 Y  ( 𝜃 , 𝜙 )  𝜕 𝜃 ) +  1     sin 2 ⁡ 𝜃      𝜕 2 Y  ( 𝜃 , 𝜙 )  𝜕  𝜙 2 = − ℓ  ( ℓ + 1 ) Y  ( 𝜃 , 𝜙 )


  −    ℏ 2  2 m    1   r 2  d  d r  (  r 2   d R  ( r )  d r ) +  ( V  ( r ) − E ) R ( r )   = −    ℏ 2  2 m    1   r 2 ℓ  ( ℓ + 1 ) R ( r )


  −    ℏ 2  2 m    1   r 2  d  d r  (  r 2   d R  ( r )  d r ) +  ( V  ( r ) − E ) R ( r )   = −    ℏ 2  2 m    1   r 2 ℓ  ( ℓ + 1 ) R ( r )


  u  ( r ) = r R ( r )


  −    ℏ 2  2 m      d 2 u  ( r )  d  r 2 +  ( V  ( r ) +    ℏ 2  2 m     ℓ  ( ℓ + 1 )   r 2 ) u ( r ) = E u ( r )


  𝜓  ( x ) = A  𝜓 1 + B  𝜓 2


   𝜓 n  ( x ) = A  𝜓  1 n + B  𝜓 2


     d 2 Φ ( 𝜙 )  d  𝜙 2 +  m 2 Φ ( 𝜙 ) = 0


  𝜙 −


  Φ  ( 𝜙 ) =  e  ± i m 𝜙


  m


   sin ⁡ 𝜃  d  d 𝜃  (  sin ⁡ 𝜃   d Θ  ( 𝜃 )  d 𝜃 ) +  ( ℓ  ( ℓ + 1 )    sin 2 ⁡ 𝜃 −  m 2 ) Θ  ( 𝜃 ) = 0


  𝜃 −


   ( 1 −  x 2 )    d 2 Θ  d  x 2 − 2 x   d Θ  d x   +  ( ℓ  ( ℓ + 1 ) −    m 2   ( 1 −  x 2 ) ) Θ = 0


  x =  cos ⁡ 𝜃 로


  −    ℏ 2  2 m    1   r 2  d  d r  (  r 2   d R  ( r )  d r ) +  ( V  ( r ) − E ) R ( r )   = −    ℏ 2  2 m    1   r 2 ℓ  ( ℓ + 1 ) R ( r )


  u  ( r ) = r R ( r )


  −    ℏ 2  2 m      d 2 u  ( r )  d  r 2 +  ( V  ( r ) +    ℏ 2  2 m     ℓ  ( ℓ + 1 )   r 2 ) u ( r ) = E u ( r )


  −    ℏ 2  2 m    1   r 2  d  d r  (  r 2   d R  ( r )  d r ) +  ( V  ( r ) − E ) R ( r )   = −    ℏ 2  2 m    1   r 2 ℓ  ( ℓ + 1 ) R ( r )


  𝜌 ≡ 𝜅 r


     d 2 u  ( 𝜌 )  d  𝜌 2 =  ( 1 −    𝜌 0 𝜌 +   ℓ  ( ℓ + 1 )   𝜌 2 ) u ( 𝜌 )


  𝜅 ≡  − 2 m E / ℏ


   𝜌 0 ≡   m  e 2  2 𝜋  𝜀 0  ℏ 2 𝜅


  𝜌 → ∞


     d 2 u  ( 𝜌 )  d  𝜌 2 ≃ u  ( 𝜌 )                                         →             u = A  e  − 𝜌 + B  e  + 𝜌


  𝜌 → 0


     d 2 u  ( 𝜌 )  d  𝜌 2 ≃   ℓ ( ℓ + 1 )   𝜌 2 u  ( 𝜌 )       →             u = C  𝜌  ℓ + 1 + D  𝜌  − ℓ


  u ( 𝜌 ) =  𝜌  ℓ + 1  e  − 𝜌 v ( 𝜌 )


  𝜌  v  ′ ′ + 2  ( ℓ + 1 − 𝜌 )  v ′ +  (  𝜌 0 − 2  ( ℓ + 1 ) ) v = 0


  𝜌  v  ′ ′ + 2  ( ℓ + 1 − 𝜌 )  v ′ +  (  𝜌 0 − 2  ( ℓ + 1 ) ) v = 0


  v =   ∑  j = 0 ∞   c j  𝜌 j                     →                          c  j + 1 =   2  ( j + ℓ + 1 ) −  𝜌 0  ( j + 1 ) ( j + 2 ℓ + 2 )  c j


  j ≫ 1


  v ~  e  2 𝜌


   L  n − ℓ − 1  2 ℓ + 1


  2  (  j  m a x + ℓ + 1 ) −  𝜌 0 = 0                         →                          j  m a x + ℓ + 1 ≡ n


   𝜌 0 = 2 n


   𝜓 n  ( x ) = A ( n )  𝜓  1 n


   Y m ℓ  ( 𝜃 , 𝜙 ) = 𝜖     ( 2 ℓ + 1 )  4 𝜋    ( ℓ −  | m | ) !   ( ℓ +  | m | ) !  e  i m 𝜙  P ℓ m  (  cos ⁡ 𝜃 )


   L 2 = −  ℏ 2  (  1   sin ⁡ 𝜃  𝜕  𝜕 𝜃  sin ⁡ 𝜃  𝜕  𝜕 𝜃 ) +  1     sin 2 ⁡ 𝜃    𝜕 2  𝜕  𝜙 2


   L z =  ℏ i  𝜕  𝜕 𝜙


   L 2 |  ℓ , m ⟩ =  ℏ 2 ℓ ( ℓ + 1 ) |  ℓ , m ⟩


   L z |  ℓ , m ⟩ = ℏ m |  ℓ , m ⟩


  n = 1 ,   2 ,   3 ,   …


  ℓ = 0 ,   1 ,   2 ,   … ,   n − 1


  n 개


  m = − ℓ ,   − ℓ + 1 ,   … ,   0 ,   … ,   + ℓ


  ℓ


  2 ℓ + 1


  n


  ( ℓ , m )


   n 2


  a ≡ 4 𝜋  𝜀 0  ℏ 2 / m  e 2


   𝜓  n ℓ m =     (  2  n a ) 3    ( n − ℓ − 1 ) !  2 n   [  ( n + 1 ) ! ] 3  e  −  r  n a    (   2 r  n a ) ℓ  L  n − ℓ − 1  2 ℓ + 1  (   2 r  n a )  Y ℓ m ( 𝜃 , 𝜙 )


  E = −    ℏ 2  2 m  𝜅 2 = −    ℏ 2  2 m    (   m  e 2  2 𝜋  𝜀 0  ℏ 2  𝜌 0 ) 2 = −    ℏ 2  2 m    (   m  e 2  2 𝜋  𝜀 0  ℏ 2 ( 2 n ) ) 2


  = −   m  c 2  𝛼 2  2  n 2 = −    E 1   n 2


  𝛼 ≡    e 2  4 𝜋  𝜀 0 ℏ c

