
제3장

전위



지금까지는전기장의물리적성질에대해서살펴보았습니다.
이제는좀더구체적인물리적대상에대해

전기장및전기퍼텐셜을계산하는방법을살펴보도록하겠습니다.



전기장과전위는 𝐸⃗𝐸 = −∇𝑉𝑉의관계를갖고있습니다.



전기장은벡터이고전위는스칼라이기때문에,
복잡한문제의경우전위를먼저계산하는것이좀더편합니다.
그리고이러한계산은원천에대한적분으로가능합니다.
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그러나어떤경우는적분을하기가어려울수도있고,
특정조건에서전하의분포가주어져있지않을때도있습니다.

이때에는어떻게해야할까요?
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−∇ ⋅ 𝐸𝐸 = ∇ ⋅ ∇𝑉𝑉 = ∇2𝑉𝑉 = −
𝜌𝜌
𝜖𝜖0

푸아송 방정식

∇2𝑉𝑉 = 0
라플라스 방정식

이때, 위와같은편미분방정식을직접푸는것이
더좋을수도있습니다.



그러면이러한편미분방정식의해는
어떤조건에서유일하게결정될까요?



여기에대한답은,
경계에서의조건,

즉경계조건boundary condition이충분히주어지면
유일하게결정할수있다는것입니다.



유일성정리 1

라플라스방정식의해𝑉𝑉의값이
어떤부피영역𝒱𝒱의경계면 𝜕𝜕𝜕𝜕에서명시되면
그영역속에서의해가유일하게결정된다.

𝒱𝒱

𝜕𝜕𝒱𝒱



따름정리

어떤영역𝒱𝒱속의전위는그영역안에서의전하밀도 𝜌𝜌와
모든경계 𝜕𝜕𝜕𝜕에서의𝑉𝑉값이명시되면

그영역속에서의해가유일하게결정된다.

𝒱𝒱

𝜕𝜕𝒱𝒱

𝜌𝜌



유일성정리 2

도체로둘러싸여있고, 전하밀도가 𝜌𝜌인부피영역𝒱𝒱에서는
낱낱의도체의총전하량을알면
전기장을유일하게결정할수있다.

𝒱𝒱

𝜕𝜕𝒱𝒱
𝑄𝑄𝑎𝑎

𝑄𝑄𝑏𝑏

𝑄𝑄𝑐𝑐𝜌𝜌



즉, 물리적으로요약해보면,
경계조건boundary condition이충분히주어지면
전위는유일하게결정된다는것입니다.



이제경계에서의조건을만족시키는조작을통해
경계뿐만아니라전영역의전위를구하는

흥미로운예들을살펴봅시다.



예1:     영상법: 평면대칭



예1:     영상법: 평면대칭

이경우에 경계에서
퍼텐셜이 0이 되도록 하기 위해서는
반대편에 가상의 전하(영상전하)를 생각하면 됩니다.



예1:     영상법: 평면대칭
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𝑞𝑞

𝑥𝑥2 +𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧+𝑑𝑑 2



예1:     영상법: 평면대칭
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𝑥𝑥2 +𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧+𝑑𝑑 2

이 퍼텐셜은 𝑧𝑧 = 0에서 𝑉𝑉 = 0이 됩니다.

따라서 유일성정리에 의해, 이 전위가 올바른 전위가
된다는 것을 확신할 수 있습니다.



예1:     영상법: 평면대칭
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따라서 유일성정리에 의해, 이 전위가 올바른 전위가
된다는 것을 확신할 수 있습니다.

그러면 영상전하보다 좀 더 물리적인 양은 무엇일까요?



예1:     영상법: 평면대칭

𝑉𝑉 =
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4𝜋𝜋𝜖𝜖0
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−

𝑞𝑞

𝑥𝑥2 +𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧+𝑑𝑑 2

이 퍼텐셜은 𝑧𝑧 = 0에서 𝑉𝑉 = 0이 됩니다.

따라서 유일성정리에 의해, 이 전위가 올바른 전위가
된다는 것을 확신할 수 있습니다.

그러면 영상전하보다 좀 더 물리적인 양은 무엇일까요?
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예1:     영상법: 평면대칭
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이 전하를 모든 평면에서 적분해 봅시다.
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예1:     영상법: 평면대칭
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예1:     영상법: 평면대칭
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유도전하가 대전됩니다.



예1:     영상법: 평면대칭

에너지에 대해서 좀 더 살펴봅시다.
전하 두 개를 가져올 때의 에너지는 다음과 같습니다.
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그러나 영상전하는 물리적 대상이 아니므로
실제로 한 일은 위에서 얻은 값의 절반이 됩니다.

𝑊𝑊 =−
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예2:     영상법: 축대칭



예2:     영상법: 축대칭

이경우에는 도체 구 내부에
가상의 전하를 생각하면 됩니다.



예2:     영상법: 축대칭

이문제는 1848년 톰슨William Thomson (= Kelvin)에의해
해결되었습니다.

𝑞𝑞′ =−
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𝑎𝑎
𝑞𝑞

𝑏𝑏 =
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예2:     영상법: 축대칭

이문제는 1848년 톰슨William Thomson (= Kelvin)에의해
해결되었습니다.

𝑞𝑞′ =−
𝑅𝑅
𝑎𝑎
𝑞𝑞

𝑏𝑏 =
𝑅𝑅2

𝑎𝑎

그러면 퍼텐셜은 다음과 같이 됩니다.
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4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑞𝑞

𝑎𝑎−𝑟𝑟cos𝜃𝜃 2 +𝑟𝑟2 sin2𝜃𝜃
+

𝑞𝑞′

𝑟𝑟cos𝜃𝜃−𝑏𝑏 2 +𝑟𝑟2 sin2𝜃𝜃



예2:     영상법: 축대칭

이문제는 1848년 톰슨William Thomson (= Kelvin)에의해
해결되었습니다.

𝑞𝑞′ =−
𝑅𝑅
𝑎𝑎
𝑞𝑞

𝑏𝑏 =
𝑅𝑅2

𝑎𝑎

그러면 퍼텐셜은 다음과 같이 됩니다.
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𝑞𝑞
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𝑞𝑞′

𝑟𝑟cos𝜃𝜃−𝑏𝑏 2 +𝑟𝑟2 sin2𝜃𝜃

특히 반지름 위치 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅에서 다음과 같이 됩니다.
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𝑞𝑞

𝑎𝑎−𝑅𝑅cos𝜃𝜃 2 +𝑅𝑅2 sin2𝜃𝜃
+

− 𝑅𝑅
𝑎𝑎 𝑞𝑞

𝑅𝑅cos𝜃𝜃−𝑅𝑅2/𝑎𝑎 2 +𝑅𝑅2 sin2𝜃𝜃
= 0 이 됨을 알 수 있습니다.



좀더일반적인경우는
미분방정식을직접풀어야합니다.



먼저직교좌표계에서의문제를고려해봅시다.

라플라스방정식은다음과같이표현됩니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝑉𝑉
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+
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= 0



예1:



예1:
𝑧𝑧-방향으로의 대칭성 때문에 다음 방정식으로 충분합니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0



예1:
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𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦



예1:
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𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0
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𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 ≡ 𝑘𝑘2
분리상수

분리상수를 0보다 크게 잡는 이유는
나중에 물리적의미를 부여하는과정에서
자연스럽게드러나게 됩니다.
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𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌 = 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘
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𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦

𝑋𝑋′′𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 ≡ 𝑘𝑘2
분리상수

𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌 = 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +𝑘𝑘2𝑌𝑌 = 0



예1:
𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.



예1:
𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑥𝑥,0 = 0 → 𝐷𝐷 = 0



예1:
𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑥𝑥,0 = 0 → 𝐷𝐷 = 0
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑎𝑎 = 0 → 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎



예1:
𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑥𝑥,0 = 0 → 𝐷𝐷 = 0
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑎𝑎 = 0 → 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎

𝑉𝑉 ∞,𝑦𝑦 = 0 → 𝐴𝐴= 0



예1:
𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑥𝑥,0 = 0 → 𝐷𝐷 = 0
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑎𝑎 = 0 → 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎

𝑉𝑉 ∞,𝑦𝑦 = 0 → 𝐴𝐴= 0

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑒𝑒
−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑥𝑥 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦



예1:
𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑥𝑥,0 = 0 → 𝐷𝐷 = 0
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑎𝑎 = 0 → 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎

𝑉𝑉 ∞,𝑦𝑦 = 0 → 𝐴𝐴= 0

𝑉𝑉 0,𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0(𝑦𝑦) 마지막으로 이 조건은 어떻게 만족시키면 될까요?

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑒𝑒
−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑥𝑥 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦



예1:
𝑉𝑉 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐶𝐶 sin𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷cos𝑘𝑘𝑘𝑘

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑥𝑥,0 = 0 → 𝐷𝐷 = 0
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑎𝑎 = 0 → 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎

𝑉𝑉 ∞,𝑦𝑦 = 0 → 𝐴𝐴= 0

𝑉𝑉 0,𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0(𝑦𝑦) 마지막으로 이 조건은 어떻게 만족시키면 될까요?

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑒𝑒
−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑥𝑥 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦

답: 𝐶𝐶𝑛𝑛을 잘 선택하면 됩니다.



예1:

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑒𝑒
−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑥𝑥 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 0,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 sin
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦



예1:

�
0

𝑎𝑎
sin
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑥𝑥sin

𝑛𝑛′𝜋𝜋
𝑎𝑎 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑎𝑎
2𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛

′

다음과 같은 함수 공간의 직교성을 사용합시다.

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑒𝑒
−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑥𝑥 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 0,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 sin
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦



예1:

�
0

𝑎𝑎
sin
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑥𝑥sin

𝑛𝑛′𝜋𝜋
𝑎𝑎 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑎𝑎
2𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛

′

다음과 같은 함수 공간의 직교성을 사용합시다.

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑒𝑒
−𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑥𝑥 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 0,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 sin
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

그러면 𝐶𝐶𝑛𝑛은 다음과 같이 결정됩니다.

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2
𝑎𝑎�0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 0,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑

즉, 경계조건이 주어지면 모든 상수이 결정된다는 것을 다시 확인할 수 있습니다.



이과정이잘작동하기위해서는
함수공간의직교성orthogonality과완비성completeness이요청됩니다.



흥미로운것은특정한형태의선형미분방정식이
고윳값문제로환원된다면,

이고유함수들이함수공간전체를생성하는
직교정규기저를구성할수있다는사실입니다.



2차상미분방정식이다음과같은
에르미트Hermitian연산자ℒ로표현된다고합시다.

ℒ ≡
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑



2차상미분방정식이다음과같은
에르미트Hermitian연산자ℒ로표현된다고합시다.

ℒ ≡
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

ℒ𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆𝜆𝜆 𝑥𝑥 𝑢𝑢 𝑥𝑥 = 0



2차상미분방정식이다음과같은
에르미트Hermitian연산자ℒ로표현된다고합시다.

ℒ ≡
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

ℒ𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆𝑤𝑤 𝑥𝑥 𝑢𝑢 𝑥𝑥 = 0
고윳값고유벡터 고유벡터



2차상미분방정식이다음과같은
에르미트Hermitian연산자ℒ로표현된다고합시다.

ℒ ≡
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

ℒ𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆𝑤𝑤 𝑥𝑥 𝑢𝑢 𝑥𝑥 = 0
고윳값고유벡터 고유벡터

이때, 다음과같은수학적인성질들이성립합니다.

1.  고윳값은항상실수이다.
2.  고유벡터들은다음내적에대해서로직교한다 (직교성).

�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
𝑢𝑢𝑖𝑖𝑢𝑢𝑗𝑗∗𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤

3.  고유벡터들은함수공간전체를생성한다 (완비성).



벡터공간이란선형연산이가능한벡터들이정의된
수학적공간을말합니다.

벡터공간



벡터공간에거리norm를정의할수있으면
바나흐공간이라고부릅니다.

바나흐공간



바나흐공간에각도를측정하는내적inner product을
잘정의할수있으면

힐베르트공간이라고부릅니다.

힐베르트공간



바나흐공간에각도를측정하는내적inner product을
잘정의할수있으면

힐베르트공간이라고부릅니다.

힐베르트공간



힐베르트공간은빈틈이없이꽉차있어야합니다.
즉, Cauchy complete해야합니다.

힐베르트공간



따라서 2차선형상미분방정식이주어진시스템은
많은경우위와같은방법으로
계수를결정할수있습니다.



예2:



예2:
𝑧𝑧-방향으로의 대칭성 때문에 다음 방정식으로 충분합니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0



예2:
𝑧𝑧-방향으로의 대칭성 때문에 다음 방정식으로 충분합니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦

𝑋𝑋′′𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 ≡ 𝑘𝑘2
분리상수



예2:
𝑧𝑧-방향으로의 대칭성 때문에 다음 방정식으로 충분합니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦

𝑋𝑋′′𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 ≡ 𝑘𝑘2
분리상수

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴cosh𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐵𝐵sinh𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌 = 𝐶𝐶cos𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷sin𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +𝑘𝑘2𝑌𝑌 = 0



예2:
𝑧𝑧-방향으로의 대칭성 때문에 다음 방정식으로 충분합니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦

𝑋𝑋′′𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 ≡ 𝑘𝑘2
분리상수

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴cosh𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐵𝐵sinh𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌 = 𝐶𝐶cos𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷sin𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +𝑘𝑘2𝑌𝑌 = 0

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑌𝑌 0 = 0 → 𝐶𝐶 = 0



예2:
𝑧𝑧-방향으로의 대칭성 때문에 다음 방정식으로 충분합니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦

𝑋𝑋′′𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 ≡ 𝑘𝑘2
분리상수

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴cosh𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐵𝐵sinh𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌 = 𝐶𝐶cos𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷sin𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +𝑘𝑘2𝑌𝑌 = 0

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑌𝑌 0 = 0 → 𝐶𝐶 = 0
𝑌𝑌 𝑎𝑎 = 0 → 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎



예2:
𝑧𝑧-방향으로의 대칭성 때문에 다음 방정식으로 충분합니다.

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦

𝑋𝑋′′𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 ≡ 𝑘𝑘2
분리상수

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴cosh𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐵𝐵sinh𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌 = 𝐶𝐶cos𝑘𝑘𝑘𝑘+𝐷𝐷sin𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +𝑘𝑘2𝑌𝑌 = 0

이제 여기에 경계조건을 부여해 봅시다.

𝑌𝑌 0 = 0 → 𝐶𝐶 = 0
𝑌𝑌 𝑎𝑎 = 0 → 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎

𝑋𝑋 𝑏𝑏 = 𝑉𝑉0 = 𝑋𝑋 −𝑏𝑏 → 𝐵𝐵 = 0
즉, 𝑋𝑋는 우함수



예2:

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑥𝑥sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦



예2:

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑥𝑥sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑏𝑏sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0 𝑦𝑦



예2:

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑥𝑥sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑏𝑏sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0 𝑦𝑦

2
𝑎𝑎�0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2

𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
�
0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑



예2:

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑥𝑥sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑏𝑏sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0 𝑦𝑦

2
𝑎𝑎�0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2

𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
�
0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑

만일 𝑉𝑉0 𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0로 주어진다면, 다음과 같이 계산됩니다.

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2

𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
�
0

𝑎𝑎
𝑉𝑉0 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑



예2:

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑥𝑥sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑏𝑏sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0 𝑦𝑦

2
𝑎𝑎�0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2

𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
�
0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑

만일 𝑉𝑉0 𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0로 주어진다면, 다음과 같이 계산됩니다.

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2

𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
�
0

𝑎𝑎
𝑉𝑉0 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 =

2𝑉𝑉0
𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛 −cos

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦 0

𝑎𝑎



예2:

∴ 𝑉𝑉 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑥𝑥sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦

𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 =�
𝑛𝑛=1

∞

𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑏𝑏sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎
𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0 𝑦𝑦

2
𝑎𝑎�0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐶𝐶𝑛𝑛 cosh

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2

𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
�
0

𝑎𝑎
𝑉𝑉 𝑏𝑏,𝑦𝑦 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑

만일 𝑉𝑉0 𝑦𝑦 = 𝑉𝑉0로 주어진다면, 다음과 같이 계산됩니다.

𝐶𝐶𝑛𝑛 =
2

𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
�
0

𝑎𝑎
𝑉𝑉0 sin

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 =

2𝑉𝑉0
𝑎𝑎cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛 −cos

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎 𝑦𝑦 0

𝑎𝑎
=

2𝑉𝑉0
𝑛𝑛𝑛𝑛

cosh𝑛𝑛𝑛𝑛𝑎𝑎 𝑏𝑏
1− −1 𝑛𝑛



예3:
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑧𝑧2 = 0



예3:
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑧𝑧2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧 =𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦 𝑍𝑍 𝑧𝑧

𝑋𝑋′′𝑌𝑌𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′𝑍𝑍+𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍′′ = 0



예3:
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑧𝑧2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧 =𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦 𝑍𝑍 𝑧𝑧

𝑋𝑋′′𝑌𝑌𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′𝑍𝑍+𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 −
𝑍𝑍′′

𝑍𝑍 ≡ 𝑘𝑘2 구간이 𝑥𝑥-방향으로 열려 있으므로



예3:
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑦𝑦2 +

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝑧𝑧2 = 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧 =𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑌𝑌 𝑦𝑦 𝑍𝑍 𝑧𝑧

𝑋𝑋′′𝑌𝑌𝑌𝑌+𝑋𝑋𝑌𝑌′′𝑍𝑍+𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍′′ = 0

𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋 =−

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 −
𝑍𝑍′′

𝑍𝑍 ≡ 𝑘𝑘2 구간이 𝑥𝑥-방향으로 열려 있으므로

𝑌𝑌′′

𝑌𝑌 =−
𝑍𝑍′′

𝑍𝑍 −𝑘𝑘2 ≡−ℓ2

𝑍𝑍′′

𝑍𝑍 ≡−(𝑘𝑘2 −ℓ2)

구간이 𝑦𝑦, 𝑧𝑧-방향으로 닫혀 있으므로
분리상수를 0보다 크게 잡습니다.



예3:

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +ℓ2𝑌𝑌 = 0

𝑍𝑍′′ + 𝑘𝑘2 −ℓ2 𝑍𝑍 = 0



예3:

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +ℓ2𝑌𝑌 = 0

𝑍𝑍′′ + 𝑘𝑘2 −ℓ2 𝑍𝑍 = 0

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌= 𝐶𝐶cosℓ𝑦𝑦+𝐷𝐷sinℓ𝑦𝑦

𝑍𝑍 =𝐸𝐸cos 𝑘𝑘2 −ℓ2𝑧𝑧+𝐹𝐹sin 𝑘𝑘2 −ℓ2𝑧𝑧



예3:

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +ℓ2𝑌𝑌 = 0

𝑍𝑍′′ + 𝑘𝑘2 −ℓ2 𝑍𝑍 = 0

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌= 𝐶𝐶cosℓ𝑦𝑦+𝐷𝐷sinℓ𝑦𝑦

𝑍𝑍 =𝐸𝐸cos 𝑘𝑘2 −ℓ2𝑧𝑧+𝐹𝐹sin 𝑘𝑘2 −ℓ2𝑧𝑧

경계조건



예3:

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +ℓ2𝑌𝑌 = 0

𝑍𝑍′′ + 𝑘𝑘2 −ℓ2 𝑍𝑍 = 0

𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑌𝑌= 𝐶𝐶cosℓ𝑦𝑦+𝐷𝐷sinℓ𝑦𝑦

𝑍𝑍 =𝐸𝐸cos 𝑘𝑘2 −ℓ2𝑧𝑧+𝐹𝐹sin 𝑘𝑘2 −ℓ2𝑧𝑧

경계조건

ℓ =
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎

𝑘𝑘2 − ℓ2 =
𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑏𝑏



예3:

𝑋𝑋′′ −𝑘𝑘2𝑋𝑋 = 0

𝑌𝑌′′ +ℓ2𝑌𝑌 = 0
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그다음,구면좌표계에서의문제를고려해봅시다.

라플라스방정식은다음과같이표현됩니다.
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+
1

𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕
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변수분리:
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sin𝜃𝜃Θ′′ + cos𝜃𝜃Θ′ + ℓ ℓ+ 1 sin𝜃𝜃Θ = 0



sin𝜃𝜃Θ′′ + cos𝜃𝜃Θ′ + ℓ ℓ+ 1 sin𝜃𝜃Θ = 0

cos𝜃𝜃 ≡ 𝑥𝑥
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≡−sin𝜃𝜃
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑2
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𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑥𝑥2



sin𝜃𝜃Θ′′ + cos𝜃𝜃Θ′ + ℓ ℓ+ 1 sin𝜃𝜃Θ = 0

sin𝜃𝜃Θ′′ =−sin𝜃𝜃cos𝜃𝜃
𝑑𝑑Θ
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𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
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르장드르방정식



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2
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𝑑𝑑Θ
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프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

Θ≡�
𝑛𝑛=0

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1

Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

Θ≡�
𝑛𝑛=0

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1

Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2

1−𝑥𝑥2 Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2 −�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

Θ≡�
𝑛𝑛=0

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1

Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2

1−𝑥𝑥2 Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2 −�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

−2𝑥𝑥Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

−2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

Θ≡�
𝑛𝑛=0

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1

Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2

1−𝑥𝑥2 Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2 −�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

−2𝑥𝑥Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

−2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

ℓ ℓ+ 1 Θ=�
𝑛𝑛=0

∞

ℓ ℓ+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

Θ≡�
𝑛𝑛=0

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1

Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2

1−𝑥𝑥2 Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛+ 2 𝑛𝑛+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 −𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛

−2𝑥𝑥Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

−2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

ℓ ℓ+ 1 Θ=�
𝑛𝑛=0

∞

ℓ ℓ+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

Θ≡�
𝑛𝑛=0

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−1

Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛−2

1−𝑥𝑥2 Θ′′ =�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛+ 2 𝑛𝑛+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 −𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛

−2𝑥𝑥Θ′ =�
𝑛𝑛=0

∞

−2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛

ℓ ℓ+ 1 Θ=�
𝑛𝑛=0

∞

ℓ ℓ+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛+

𝑛𝑛+ 2 𝑛𝑛+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 −𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛 −2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛 +ℓ ℓ+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

𝑛𝑛+ 2 𝑛𝑛+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 −𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛 −2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛 +ℓ ℓ+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

𝑐𝑐𝑛𝑛+2 =
𝑛𝑛2 +𝑛𝑛 −ℓ ℓ+ 1
𝑛𝑛+ 1 𝑛𝑛+ 2 𝑐𝑐𝑛𝑛



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

𝑛𝑛+ 2 𝑛𝑛+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 −𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛 −2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛 +ℓ ℓ+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

𝑐𝑐𝑛𝑛+2 =
𝑛𝑛2 +𝑛𝑛 −ℓ ℓ+ 1
𝑛𝑛+ 1 𝑛𝑛+ 2 𝑐𝑐𝑛𝑛

그런데 유한한 항에서 이 관계식이 멈추지 않으면, 𝑛𝑛 ≫ 1인 경우 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 ≃ 𝑐𝑐𝑛𝑛이 됩니다.

그러면 이 급수는 𝑥𝑥 = 1(즉, 𝜃𝜃 = 0)에서 수렴하지 않게 됩니다.



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

프로베니우스 방법으로 방정식을 풀어봅시다.

𝑛𝑛+ 2 𝑛𝑛+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 −𝑛𝑛 𝑛𝑛−1 𝑐𝑐𝑛𝑛 −2𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛 +ℓ ℓ+ 1 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0

𝑐𝑐𝑛𝑛+2 =
𝑛𝑛2 +𝑛𝑛 −ℓ ℓ+ 1
𝑛𝑛+ 1 𝑛𝑛+ 2 𝑐𝑐𝑛𝑛

그런데 유한한 항에서 이 관계식이 멈추지 않으면, 𝑛𝑛 ≫ 1인 경우 𝑐𝑐𝑛𝑛+2 ≃ 𝑐𝑐𝑛𝑛이 됩니다.

그러면 이 급수는 𝑥𝑥 = 1(즉, 𝜃𝜃 = 0)에서 수렴하지 않게 됩니다.

따라서 유한한 항에서 끝나는 다항식만 허용되며, ℓ은 자연수가 되어야 합니다.

“르장드르다항식”



0 = 1−𝑥𝑥2
𝑑𝑑2Θ
𝑑𝑑𝑥𝑥2

−2𝑥𝑥
𝑑𝑑Θ
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ ℓ ℓ+ 1 Θ

르장드르 다항식을 정리하면 다음과 같이 적을 수 있습니다. (로드리게스 공식)

따라서 라플라스 방정식의 각도 방향의 해는 다음과 같이 표현됩니다.

𝑃𝑃ℓ 𝑥𝑥 =
1

2ℓℓ!
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

ℓ

𝑥𝑥2 −1 ℓ

𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃



1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑟𝑟2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1

𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

sin𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 = 𝑅𝑅 𝑟𝑟 Θ 𝜃𝜃

0 =
Θ
𝑟𝑟2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑟𝑟2𝑅𝑅𝑅 +
𝑅𝑅

𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

sin𝜃𝜃Θ′

=
Θ
𝑟𝑟2 2𝑟𝑟𝑅𝑅′ +𝑟𝑟2𝑅𝑅𝑅𝑅 +

𝑅𝑅
𝑟𝑟2

cos𝜃𝜃
sin𝜃𝜃Θ

′ +Θ′′

𝑟𝑟2𝑅𝑅′′ +2𝑟𝑟𝑅𝑅′ −ℓ ℓ+ 1 𝑅𝑅 = 0

sin𝜃𝜃Θ′′ + cos𝜃𝜃Θ′ +ℓ ℓ+ 1 sin𝜃𝜃Θ= 0

𝑅𝑅 𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵
𝑟𝑟ℓ+1

Θ 𝜃𝜃 = ?

𝑟𝑟2𝑅𝑅′′ +2𝑟𝑟𝑅𝑅′

𝑅𝑅 =−
1
Θ

cos𝜃𝜃
sin𝜃𝜃Θ

′ +Θ′′ ≡ ℓ ℓ+ 1 분리상수



1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑟𝑟2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1

𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

sin𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 0

변수분리:
𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 = 𝑅𝑅 𝑟𝑟 Θ 𝜃𝜃

0 =
Θ
𝑟𝑟2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑟𝑟2𝑅𝑅𝑅 +
𝑅𝑅

𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

sin𝜃𝜃Θ′

=
Θ
𝑟𝑟2 2𝑟𝑟𝑅𝑅′ +𝑟𝑟2𝑅𝑅𝑅𝑅 +

𝑅𝑅
𝑟𝑟2

cos𝜃𝜃
sin𝜃𝜃Θ

′ +Θ′′

𝑟𝑟2𝑅𝑅′′ +2𝑟𝑟𝑅𝑅′ −ℓ ℓ+ 1 𝑅𝑅 = 0

sin𝜃𝜃Θ′′ + cos𝜃𝜃Θ′ +ℓ ℓ+ 1 sin𝜃𝜃Θ= 0

𝑅𝑅 𝑟𝑟 = 𝐴𝐴𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵
𝑟𝑟ℓ+1

Θ 𝜃𝜃 = 𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

𝑟𝑟2𝑅𝑅′′ +2𝑟𝑟𝑅𝑅′

𝑅𝑅 =−
1
Θ

cos𝜃𝜃
sin𝜃𝜃Θ

′ +Θ′′ ≡ ℓ ℓ+ 1 분리상수



1
𝑟𝑟2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑟𝑟2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1

𝑟𝑟2 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

sin𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 0

따라서 구면좌표계에서 (축 방향 회전 대칭이 있을 때)

라플라스 방정식의 일반적인 해는 다음과 같이 표현됩니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 = �
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

이 해를 사용해서 몇 가지 문제를 풀어 봅시다.



공 내부의 전위는 𝑟𝑟 = 0 근처에서 유한한 값을 가져야 합니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

예1:      𝑉𝑉(𝑅𝑅,𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각



공 내부의 전위는 𝑟𝑟 = 0 근처에서 유한한 값을 가져야 합니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

𝑉𝑉 𝑅𝑅,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃) 경계조건

예1:      𝑉𝑉(𝑅𝑅,𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각



예1:      𝑉𝑉(𝑅𝑅,𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

공내부의 전위는 𝑟𝑟 = 0 근처에서 유한한 값을 가져야 합니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

𝑉𝑉 𝑅𝑅,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃) 경계조건

직교 조건: �
−1

1
𝑃𝑃ℓ 𝑥𝑥 𝑃𝑃ℓ′ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 =�

0

𝜋𝜋
𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 𝑃𝑃ℓ′ cos𝜃𝜃 sin𝜃𝜃𝑑𝑑𝜃𝜃 = 𝛿𝛿ℓℓ′

2
2ℓ+ 1



공 내부의 전위는 𝑟𝑟 = 0 근처에서 유한한 값을 가져야 합니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

𝑉𝑉 𝑅𝑅,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃) 경계조건

직교 조건: �
−1

1
𝑃𝑃ℓ 𝑥𝑥 𝑃𝑃ℓ′ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 =�

0

𝜋𝜋
𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 𝑃𝑃ℓ′ cos𝜃𝜃 sin𝜃𝜃𝑑𝑑𝜃𝜃 = 𝛿𝛿ℓℓ′

2
2ℓ+ 1

𝐴𝐴ℓ =
2ℓ+ 1

2𝑅𝑅ℓ
�
0

𝜋𝜋
𝑉𝑉 𝑅𝑅,𝜃𝜃 𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 sin𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑

예1:      𝑉𝑉(𝑅𝑅,𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각



공 외부의 전위는 𝑟𝑟 = ∞ 에서 유한한 값을 가져야 합니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

예2:      𝑉𝑉(𝑅𝑅,𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각



공 외부의 전위는 𝑟𝑟 = ∞ 에서 유한한 값을 가져야 합니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

𝐵𝐵ℓ =
2ℓ+ 1

2
𝑅𝑅ℓ+1�

0

𝜋𝜋
𝑉𝑉 𝑅𝑅,𝜃𝜃 𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 sin𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑

예2:      𝑉𝑉(𝑅𝑅,𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각



예3:      균일한외부전기장과도체구

외부 전기장이 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑧̂𝑧로 주어져 있다고 합시다.

그러나 이 때, 도체의 유도전하에 의해 도체 부근에서는

전기장과 전위에 왜곡이 생기게 됩니다.



예3:      균일한외부전기장과도체구

외부 전기장이 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑧̂𝑧로 주어져 있다고 합시다.

그러나 이 때, 도체의 유도전하에 의해 도체 부근에서는

전기장과 전위에 왜곡이 생기게 됩니다.

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 → 𝑉𝑉 = 0



예3:      균일한외부전기장과도체구

외부 전기장이 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑧̂𝑧로 주어져 있다고 합시다.

그러나 이 때, 도체의 유도전하에 의해 도체 부근에서는

전기장과 전위에 왜곡이 생기게 됩니다.

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 → 𝑉𝑉 = 0

𝑟𝑟 = ∞ → 𝑉𝑉 = −𝐸𝐸0𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑧𝑧 = 0에서 0이 되어야 함

= −𝐸𝐸0𝑟𝑟 cos𝜃𝜃



예3:      균일한외부전기장과도체구

외부 전기장이 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑧̂𝑧로 주어져 있다고 합시다.

그러나 이 때, 도체의 유도전하에 의해 도체 부근에서는

전기장과 전위에 왜곡이 생기게 됩니다.

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 → 𝑉𝑉 = 0

𝑟𝑟 = ∞ → 𝑉𝑉 = −𝐸𝐸0𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑧𝑧 = 0에서 0이 되어야 함

= −𝐸𝐸0𝑟𝑟 cos𝜃𝜃

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)



예3:      균일한외부전기장과도체구

외부 전기장이 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑧̂𝑧로 주어져 있다고 합시다.

그러나 이 때, 도체의 유도전하에 의해 도체 부근에서는

전기장과 전위에 왜곡이 생기게 됩니다.

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 → 𝑉𝑉 = 0

𝑟𝑟 = ∞ → 𝑉𝑉 = −𝐸𝐸0𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑧𝑧 = 0에서 0이 되어야 함

= −𝐸𝐸0𝑟𝑟 cos𝜃𝜃

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅에서 𝑉𝑉 = 0이라는 조건에 의해 계수 사이에 다음과 같은 관계가 생깁니다.

𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑅𝑅ℓ+1

= 0 → 𝐵𝐵ℓ =−𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1



예3:      균일한외부전기장과도체구

외부 전기장이 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸0𝑧̂𝑧로 주어져 있다고 합시다.

그러나 이 때, 도체의 유도전하에 의해 도체 부근에서는

전기장과 전위에 왜곡이 생기게 됩니다.

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 → 𝑉𝑉 = 0

𝑟𝑟 = ∞ → 𝑉𝑉 = −𝐸𝐸0𝑧𝑧 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑧𝑧 = 0에서 0이 되어야 함

= −𝐸𝐸0𝑟𝑟 cos𝜃𝜃

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅에서 𝑉𝑉 = 0이라는 조건에 의해 계수 사이에 다음과 같은 관계가 생깁니다.

𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ +
𝐵𝐵ℓ
𝑅𝑅ℓ+1

= 0 → 𝐵𝐵ℓ =−𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1

=�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ 𝑟𝑟ℓ −
𝑅𝑅2ℓ+1

𝑟𝑟ℓ+1
𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)



예3:      균일한외부전기장과도체구

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ 𝑟𝑟ℓ −
𝑅𝑅2ℓ+1

𝑟𝑟ℓ+1
𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

여기에 𝑟𝑟 = ∞에서의 경계조건을 적용해 봅시다.



예3:      균일한외부전기장과도체구

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ 𝑟𝑟ℓ −
𝑅𝑅2ℓ+1

𝑟𝑟ℓ+1
𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

여기에 𝑟𝑟 = ∞에서의 경계조건을 적용해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 ≃�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 =−𝐸𝐸0𝑟𝑟cos𝜃𝜃



예3:      균일한외부전기장과도체구

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ 𝑟𝑟ℓ −
𝑅𝑅2ℓ+1

𝑟𝑟ℓ+1
𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

여기에 𝑟𝑟 = ∞에서의 경계조건을 적용해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 ≃�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 =−𝐸𝐸0𝑟𝑟cos𝜃𝜃

따라서 ℓ = 1인 경우만 허용되게 됩니다. 𝐴𝐴1𝑟𝑟 =−𝐸𝐸0𝑟𝑟



예3:      균일한외부전기장과도체구

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ 𝑟𝑟ℓ −
𝑅𝑅2ℓ+1

𝑟𝑟ℓ+1
𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)

여기에 𝑟𝑟 = ∞에서의 경계조건을 적용해 봅시다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 ≃�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 =−𝐸𝐸0𝑟𝑟cos𝜃𝜃

따라서 ℓ = 1인 경우만 허용되게 됩니다. 𝐴𝐴1𝑟𝑟 =−𝐸𝐸0𝑟𝑟

∴ 𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 = −𝐸𝐸0 𝑟𝑟−
𝑅𝑅3

𝑟𝑟2
cos𝜃𝜃



예3:      균일한외부전기장과도체구

마지막으로 유도전하를 구해 봅시다.



예3:      균일한외부전기장과도체구

마지막으로 유도전하를 구해 봅시다.

𝜎𝜎 𝜃𝜃 =−𝜖𝜖0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

= 𝜖𝜖0𝐸𝐸0 1 + 2
𝑅𝑅3

𝑟𝑟3
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

cos𝜃𝜃

= 3𝜖𝜖0𝐸𝐸0 cos𝜃𝜃



예3:      균일한외부전기장과도체구

마지막으로 유도전하를 구해 봅시다.

𝜎𝜎 𝜃𝜃 =−𝜖𝜖0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

= 𝜖𝜖0𝐸𝐸0 1 + 2
𝑅𝑅3

𝑟𝑟3
�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

cos𝜃𝜃

= 3𝜖𝜖0𝐸𝐸0 cos𝜃𝜃

도체 내부에서는 외부 전기장을 상쇄시켜야 하므로

도체 구의 윗 부분에는 양전하,

아랫 부분에는 음전하가 유도됩니다.



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)공 내부:

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)공 외부:



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞

𝐴𝐴ℓ𝑟𝑟ℓ𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)공 내부:

𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝜃𝜃 =�
ℓ=0

∞
𝐵𝐵ℓ
𝑟𝑟ℓ+1

𝑃𝑃ℓ(cos𝜃𝜃)공 외부:

𝑟𝑟 = 𝑅𝑅에서 (1) 𝑉𝑉는 연속이어야 하고

(2) 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
은 불연속인 만큼 표면전하가 보상해 주어야 합니다.

𝐵𝐵ℓ = 𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1(1)

𝜕𝜕𝑉𝑉+
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

−
𝜕𝜕𝑉𝑉−
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=−
𝜎𝜎0 𝜃𝜃
𝜖𝜖0

(2)



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

𝜕𝜕𝑉𝑉+
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

−
𝜕𝜕𝑉𝑉−
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=−
𝜎𝜎0 𝜃𝜃
𝜖𝜖0



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

𝜕𝜕𝑉𝑉+
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

−
𝜕𝜕𝑉𝑉−
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=−
𝜎𝜎0 𝜃𝜃
𝜖𝜖0

=−�
ℓ=0

∞

ℓ+ 1
𝐵𝐵ℓ
𝑅𝑅ℓ+2

𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 −�
ℓ=0

∞

ℓ𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

𝜕𝜕𝑉𝑉+
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

−
𝜕𝜕𝑉𝑉−
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=−
𝜎𝜎0 𝜃𝜃
𝜖𝜖0

=−�
ℓ=0

∞

ℓ+ 1
𝐵𝐵ℓ
𝑅𝑅ℓ+2

𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 −�
ℓ=0

∞

ℓ𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃

=−�
ℓ=0

∞

ℓ+ 1
𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1

𝑅𝑅ℓ+2
𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 −�

ℓ=0

∞

ℓ𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃
𝐵𝐵ℓ = 𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

𝜕𝜕𝑉𝑉+
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

−
𝜕𝜕𝑉𝑉−
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=−
𝜎𝜎0 𝜃𝜃
𝜖𝜖0

=−�
ℓ=0

∞

ℓ+ 1
𝐵𝐵ℓ
𝑅𝑅ℓ+2

𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 −�
ℓ=0

∞

ℓ𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃

=−�
ℓ=0

∞

ℓ+ 1
𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1

𝑅𝑅ℓ+2
𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 −�

ℓ=0

∞

ℓ𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃

=−�
ℓ=0

∞

2ℓ+ 1 𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃

𝐵𝐵ℓ = 𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1



예4:      𝜎𝜎(𝜃𝜃)가주어진반지름𝑅𝑅의구각

𝜕𝜕𝑉𝑉+
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

−
𝜕𝜕𝑉𝑉−
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=−
𝜎𝜎0 𝜃𝜃
𝜖𝜖0

=−�
ℓ=0

∞

ℓ+ 1
𝐵𝐵ℓ
𝑅𝑅ℓ+2

𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 −�
ℓ=0

∞

ℓ𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃

=−�
ℓ=0

∞

ℓ+ 1
𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1

𝑅𝑅ℓ+2
𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 −�

ℓ=0

∞

ℓ𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃

=−�
ℓ=0

∞

2ℓ+ 1 𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅ℓ−1𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃

𝐵𝐵ℓ = 𝐴𝐴ℓ𝑅𝑅2ℓ+1

∴ 𝐴𝐴ℓ =
1

2𝜖𝜖0𝑅𝑅ℓ−1
�
0

𝜋𝜋
𝜎𝜎0 𝜃𝜃 𝑃𝑃ℓ cos𝜃𝜃 sin𝜃𝜃𝑑𝑑𝑑𝑑



마지막으로전위를먼거리에서
전개해봅시다.



전위의원천적분에서분모를위와같이전개할수있습니다.
이전개는 𝑟𝑟 ≫ 𝑟𝑟𝑟, 즉원천의분포에서멀리떨어진곳에서볼때

아주좋은근사가됩니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′ 2 = 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos 𝜃𝜃𝜃

= 𝑟𝑟2 1 +
𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2

− 2
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
cos𝜃𝜃′



전위의원천적분에서분모를위와같이전개할수있습니다.
이전개는 𝑟𝑟 ≫ 𝑟𝑟𝑟, 즉원천의분포에서멀리떨어진곳에서볼때

아주좋은근사가됩니다.

𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′ 2 = 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos 𝜃𝜃𝜃

= 𝑟𝑟2 1 +
𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2

− 2
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
cos𝜃𝜃′

≡ 𝜖𝜖



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′ 2 = 𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos 𝜃𝜃𝜃

= 𝑟𝑟2 1 +
𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2

− 2
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
cos𝜃𝜃′

≡ 𝜖𝜖
= 𝑟𝑟2 1 + 𝜖𝜖



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

1
𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′

≃
1
𝑟𝑟

1 −
𝜖𝜖
2

+
3
8
𝜖𝜖2 + ⋯



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

1
𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′

≃
1
𝑟𝑟

1 −
𝜖𝜖
2

+
3
8
𝜖𝜖2 + ⋯

=
1
𝑟𝑟

1 −
1
2

𝑟𝑟′

𝑟𝑟
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
− 2 cos 𝜃𝜃′ +

3
8

𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2 𝑟𝑟′

𝑟𝑟
− 2 cos𝜃𝜃′

2

+ ⋯



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

1
𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′

≃
1
𝑟𝑟

1 −
𝜖𝜖
2

+
3
8
𝜖𝜖2 + ⋯

=
1
𝑟𝑟

1 −
1
2

𝑟𝑟′

𝑟𝑟
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
− 2 cos 𝜃𝜃′ +

3
8

𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2 𝑟𝑟′

𝑟𝑟
− 2 cos𝜃𝜃′

2

+ ⋯

=
1
𝑟𝑟

1 +
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
cos𝜃𝜃𝜃 +

𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2 3 cos2 𝜃𝜃′ − 1
2

+ ⋯



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

1
𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′

≃
1
𝑟𝑟

1 −
𝜖𝜖
2

+
3
8
𝜖𝜖2 + ⋯

=
1
𝑟𝑟

1 −
1
2

𝑟𝑟′

𝑟𝑟
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
− 2 cos 𝜃𝜃′ +

3
8

𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2 𝑟𝑟′

𝑟𝑟
− 2 cos𝜃𝜃′

2

+ ⋯

=
1
𝑟𝑟

1 +
𝑟𝑟′

𝑟𝑟
cos𝜃𝜃𝜃 +

𝑟𝑟′

𝑟𝑟

2 3 cos2 𝜃𝜃′ − 1
2

+ ⋯

=
1
𝑟𝑟
�
𝑛𝑛=0

∞
𝑟𝑟′

𝑟𝑟

𝑛𝑛

𝑃𝑃𝑛𝑛 cos𝜃𝜃𝜃



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�
𝑛𝑛=0

∞
1

𝑟𝑟𝑛𝑛+1
� 𝑟𝑟′ 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�
𝑛𝑛=0

∞
1

𝑟𝑟𝑛𝑛+1
� 𝑟𝑟′ 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
1
𝑟𝑟
�𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ +

1
𝑟𝑟2
� 𝑟𝑟′ cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ + ⋯



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�
𝑛𝑛=0

∞
1

𝑟𝑟𝑛𝑛+1
� 𝑟𝑟′ 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
1
𝑟𝑟
�𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ +

1
𝑟𝑟2
� 𝑟𝑟′ cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ + ⋯

홀극 ∼ 1
𝑟𝑟 쌍극자 ∼ 1

𝑟𝑟2



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�
𝑛𝑛=0

∞
1

𝑟𝑟𝑛𝑛+1
� 𝑟𝑟′ 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
1
𝑟𝑟
�𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ +

1
𝑟𝑟2
� 𝑟𝑟′ cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ + ⋯

홀극 ∼ 1
𝑟𝑟 쌍극자 ∼ 1

𝑟𝑟2

𝑉𝑉𝑚𝑚 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑄𝑄
𝑟𝑟

좌표의 중심과전하의 위치가 일치하는경우에만
정확한 기술이되고, 그 이외에는근사적인기술이 됩니다.



𝑉𝑉 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�

𝜌𝜌 𝑟𝑟′

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
�
𝑛𝑛=0

∞
1

𝑟𝑟𝑛𝑛+1
� 𝑟𝑟′ 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛 cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
1
𝑟𝑟
�𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ +

1
𝑟𝑟2
� 𝑟𝑟′ cos 𝜃𝜃′ 𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′ + ⋯

홀극 ∼ 1
𝑟𝑟 쌍극자 ∼ 1

𝑟𝑟2

𝑉𝑉𝑚𝑚 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑄𝑄
𝑟𝑟

𝑉𝑉𝑑𝑑 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
1
𝑟𝑟2 𝑟̂𝑟 ⋅ � 𝑟𝑟′𝜌𝜌 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑3𝑟𝑟′

≡ 𝑝⃗𝑝
전기쌍극자모멘트



𝑉𝑉𝑑𝑑 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝⃗𝑝 ⋅ 𝑟̂𝑟
𝑟𝑟2

𝑝⃗𝑝 = 𝑞𝑞𝑑𝑑

전하의총합이 0인경우, 전기쌍극자모멘트는
좌표의중심에무관한값이됩니다.

따라서쌍극자는거시적인전하의합이 0인경우에
물리적인효력을발휘할것입니다.

𝑝⃗𝑝 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑞𝑞𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖′

두 입자의경우 여러 입자의 경우



𝑉𝑉𝑑𝑑 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝⃗𝑝 ⋅ 𝑟̂𝑟
𝑟𝑟2

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝 cos𝜃𝜃
𝑟𝑟2

전기쌍극자모멘트의방향을 𝑧̂𝑧-축과일치시켜봅시다.
그러면쌍극자가만들어내는전기장을계산할수있습니다.

𝐸𝐸𝑟𝑟 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
2𝑝𝑝 cos𝜃𝜃
𝑟𝑟3

𝐸𝐸𝜃𝜃 = −
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝 sin𝜃𝜃
𝑟𝑟3

𝐸𝐸𝜙𝜙 = −
1

𝑟𝑟 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0



𝑉𝑉𝑑𝑑 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝⃗𝑝 ⋅ 𝑟̂𝑟
𝑟𝑟2

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝 cos𝜃𝜃
𝑟𝑟2

𝐸𝐸𝑟𝑟 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
2𝑝𝑝 cos𝜃𝜃
𝑟𝑟3

𝐸𝐸𝜃𝜃 = −
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝 sin𝜃𝜃
𝑟𝑟3

𝐸𝐸𝜙𝜙 = −
1

𝑟𝑟 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0

𝐸𝐸𝑑𝑑 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝
𝑟𝑟3

2 cos 𝜃𝜃 𝑟̂𝑟 + sin𝜃𝜃 �𝜃𝜃



𝑉𝑉𝑑𝑑 𝑟𝑟 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝⃗𝑝 ⋅ 𝑟̂𝑟
𝑟𝑟2

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝 cos𝜃𝜃
𝑟𝑟2

𝐸𝐸𝑟𝑟 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
2𝑝𝑝 cos𝜃𝜃
𝑟𝑟3

𝐸𝐸𝜃𝜃 = −
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝 sin𝜃𝜃
𝑟𝑟3

𝐸𝐸𝜙𝜙 = −
1

𝑟𝑟 sin𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0

=
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0𝑟𝑟3
3 𝑝⃗𝑝 ⋅ 𝑟̂𝑟 𝑟̂𝑟 − 𝑝⃗𝑝 −

1
3𝜖𝜖0

𝑝⃗𝑝𝛿𝛿3 𝑟𝑟

𝐸𝐸𝑑𝑑 =
1

4𝜋𝜋𝜖𝜖0
𝑝𝑝
𝑟𝑟3

2 cos 𝜃𝜃 𝑟̂𝑟 + sin𝜃𝜃 �𝜃𝜃
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