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에너지등분배



이제부터미시상태의원리들을이용해
거시세계의열역학적양들을설명하는

통계역학에대해서
본격적으로살펴보도록합시다.



어떤시스템의입자들의에너지가
위와같은퍼텐셜에의해주어진다고합시다.



평형점근처에서는테일러전개에의해
단순조화운동으로근사가가능합니다.



평형점근처에서는테일러전개에의해
단순조화운동으로근사가가능합니다.

𝑉𝑉 𝑥𝑥 = 𝑉𝑉0 +
1
2
𝑉𝑉′′ 𝑥𝑥0 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0 2 + ⋯



이때입자하나의에너지는위와같이기술됩니다.
여기에서 𝑣𝑣𝑖𝑖는질량중심의병진운동,
𝑥𝑥𝑖𝑖는질량중심주변의진동운동,

𝐿𝐿𝑖𝑖는질량중심주변의회전운동에대응됩니다.

𝐸𝐸 = �
𝑖𝑖

1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖2 +

1
2
𝑘𝑘𝑥𝑥𝑖𝑖2 +

𝐿𝐿𝑖𝑖2

2𝐼𝐼𝑖𝑖



따라서일반적으로 𝑣𝑣𝑖𝑖는세방향 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧-축),
𝑥𝑥𝑖𝑖는연결된용수철의개수의두배 (각용수철의운동및퍼텐셜에너지)만큼,

𝐿𝐿𝑖𝑖는세방향 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧-축)이존재합니다.

𝐸𝐸 = �
𝑖𝑖

1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣𝑖𝑖2 +

1
2
𝑘𝑘𝑥𝑥𝑖𝑖2 +

𝐿𝐿𝑖𝑖2

2𝐼𝐼𝑖𝑖



단, 1원자분자의경우는진동및회전이없다고볼수있고,
2원자분자의경우는가능한회전방향이두방향이라고

볼수있습니다.



이제, 볼츠만분포를가정하고
각운동에대한에너지의기댓값을구해봅시다.

여기에서 𝑥𝑥2은 𝑣𝑣2이나 𝐿𝐿2으로바꿔도상관없습니다.

𝛼𝛼𝑥𝑥2 =
∫−∞
∞ 𝛼𝛼𝑥𝑥2 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑥𝑥2/𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑

∫−∞
∞ 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝑥𝑥2/𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑



이적분의결과는오직온도에만의존합니다.
그리고이러한항이많아지면, 단순히위의항을

여러번더해주는것과같아집니다.

𝛼𝛼𝑥𝑥2 =
1
2
𝑘𝑘𝑘𝑘



따라서시스템의자유도 𝑛𝑛에대해,
에너지의기댓값은위와같아집니다.

이것을등분배정리equipartition theorem라고합니다.

𝐸𝐸 =
𝑛𝑛
2
𝑘𝑘𝑘𝑘



등분배정리

고전적시스템의에너지가 𝑛𝑛개의제곱모드의합으로이루어져있고
시스템이온도𝑇𝑇의열원에접해있다면
시스템의평균에너지는 𝑛𝑛×𝑘𝑘𝑘𝑘/2이다.



2원자분자의경우, 온도에따라서
병진, 회전, 진동운동이순차적으로활성화됩니다.



3차원고체격자의경우, 병진및회전운동은없으며
진동은세축으로가능합니다.

따라서 3 × 2 = 6의자유도를가지게됩니다.
(뒬롱-프티Dulong-Petit규칙)



3차원고체격자의경우, 병진및회전운동은없으며
진동은세축으로가능합니다.

따라서 3 × 2 = 6의자유도를가지게됩니다.
(뒬롱-프티Dulong-Petit규칙)



에너지등분배법칙은물질의비열을측정함으로써
정량적으로검토될수있으며,

그실험적인한계또한알려져있습니다.



등분배정리

고전적시스템의에너지가 𝑛𝑛개의제곱모드의합으로이루어져있고
시스템이온도𝑇𝑇의열원에접해있다면
시스템의평균에너지는 𝑛𝑛×𝑘𝑘𝑘𝑘/2이다.



고전적시스템의에너지가 𝑛𝑛개의제곱모드의합으로이루어져있고
시스템이온도𝑇𝑇의열원에접해있다면
시스템의평균에너지는 𝑛𝑛×𝑘𝑘𝑘𝑘/2이다.

1. 우리는 먼저 고전적 시스템을 가정합니다.
양자역학적 시스템의 경우에는 연속적인 적분이 아니라
불연속적인 적분이어야 합니다.
따라서 에너지 준위의 차이보다 온도가 높은 경우에만
등분배 정리가 옳게 됩니다.



고전적시스템의에너지가 𝑛𝑛개의제곱모드의합으로이루어져있고
시스템이온도𝑇𝑇의열원에접해있다면
시스템의평균에너지는 𝑛𝑛×𝑘𝑘𝑘𝑘/2이다.

2. 에너지를 제곱 모드로 기술한다는 것은
평형점 근처에서의 테일러 전개를 가정합니다.
테일러 전개의 근사 범위를 넘어가지 않을 정도로
온도가 낮은 영역에서
등분배 정리가 옳게 됩니다.



고전적시스템의에너지가 𝑛𝑛개의제곱모드의합으로이루어져있고
시스템이온도𝑇𝑇의열원에접해있다면
시스템의평균에너지는 𝑛𝑛×𝑘𝑘𝑘𝑘/2이다.

3. 온도 𝑇𝑇의 열원에 접해 있다는 것은
확률을 바른틀 앙상블,
즉 볼츠만 분포로 기술할 수 있다는 것을
의미합니다.



예를들어, 3차원고체격자의경우, 저온인경우에는
에너지가격자사이에양자화되어저장될수있습니다.

이것을포논phonon모드라고합니다.



포논phonon에대한통계역학적방법을사용해서
저온에서고체격자의비열에대해기술할수있게됩니다.



등분배정리가적용되는흥미로운예로서
브라운운동Brownian motion을생각해봅시다.



브라운운동은액체나기체속에서
꽃가루와같은작은입자들이

불규칙하게운동하는현상을말합니다.



로버트브라운은이현상이꽃가루의생명력때문이아니며,
생명이없는다른가루들도비슷한방식으로

운동한다는것을발견했습니다.



1905년아인슈타인은브라운운동이
유체에떠있는입자가유체를구성하는입자들과

무작위적으로충돌하면서발생하는현상이라고생각했습니다.



등분배정리에의하면,
유체에놓인입자는열적효과에의해

위와같이진동할수있습니다.

1
2
𝑚𝑚 𝑣𝑣2 =

3
2
𝑘𝑘𝑇𝑇



이현상을좀더자세히기술하기위해
위와같은랑제방방정식Langevin equation을풀어봅시다.

여기에서𝛼𝛼는감쇠상수이고,
𝐹𝐹(𝑡𝑡)는유체에의한무작위적힘(긴시간평균이0이되는)입니다.

𝑚𝑚𝑣̇𝑣 = −𝛼𝛼𝑣𝑣 + 𝐹𝐹(𝑡𝑡)



𝐹𝐹(𝑡𝑡) = 0이고𝑚𝑚 𝑣𝑣2 /2 = 𝑘𝑘𝑘𝑘/2(1차원의경우)라는성질을사용해서
위의관계식을얻습니다.

𝑥𝑥𝑥̇𝑥 =
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼

1 − 𝑒𝑒−
𝛼𝛼𝑡𝑡
𝑚𝑚



양변을적분해서다시위의식을얻습니다.

𝑥𝑥2 =
2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼

𝑡𝑡 −
𝑚𝑚
𝛼𝛼
𝑒𝑒−

𝛼𝛼𝑡𝑡
𝑚𝑚



따라서시간이충분히흘렀을때,
입자가이동한거리의기댓값은위와같습니다.

𝑥𝑥2 =
2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼

𝑡𝑡



무작위적걷기에서와같이, 시행횟수에비례하는시간에대해
𝑡𝑡에비례해서이동거리가증가합니다.

𝑥𝑥2 =
2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼

𝑡𝑡



아인슈타인의이러한예측은추후에실험으로증명됩니다.



따라서아인슈타인의몇가지혁신적인가정이증명되게됩니다.
그것은원자/분자의존재를가정한것과
그들의무작위적요동을가정한것입니다.



브라운운동에의해주어지는입자의위치에대한확률은
대략위와같이될것입니다.

𝑝𝑝 𝑥𝑥 ∝ 𝑒𝑒
−(𝑥𝑥− 𝑥𝑥 )2

2 𝑥𝑥2



이확률을결정하는방정식을
포커-플랑크방정식Fokker-Planck equation이라고합니다.

이경우 𝑎𝑎(𝑥𝑥)는고전적인힘과관련한함수,
𝐷𝐷는요동의크기와관련되는상수입니다.

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑡𝑡|𝑥𝑥0 = −

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝑎𝑎 𝑥𝑥 𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑡𝑡|𝑥𝑥0 + 𝐷𝐷
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑡𝑡|𝑥𝑥0



포커-플랑크방정식은유클리드시간의슈뢰딩거방정식과
형태적으로동일해진다는것이알려져있습니다.

−
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑡𝑡|𝑥𝑥0 = −𝐷𝐷

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑈𝑈 𝑥𝑥 𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑡𝑡|𝑥𝑥0



따라서시간이충분히지나게되면,
슈뢰딩거방정식의기저상태ground state에대응되게됩니다.

𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑡𝑡|𝑥𝑥0 ∝ 𝑒𝑒−𝑉𝑉(𝑥𝑥)



랑제방방정식: 위치
Langevin equation

포커-플랑크방정식: 확률분포
Fokker-Planck equation

유클리드슈뢰딩거방정식
Euclidean Schrodinger equation

기저상태: 정상상태
ground state



랑제방방정식: 위치
Langevin equation

포커-플랑크방정식: 확률분포
Fokker-Planck equation

유클리드슈뢰딩거방정식
Euclidean Schrodinger equation

기저상태: 정상상태
ground state

이와 같은 일은 열적 요동과 마찰이 있는 시스템에서는 언제나 성립합니다.



랑제방방정식: 위치
Langevin equation

포커-플랑크방정식: 확률분포
Fokker-Planck equation

유클리드휠러-드위트방정식
Euclidean Wheeler-DeWitt equation

하틀-호킹상태: 정상상태
Hartle-Hawking state

예를 들어, 우주에서 인플라톤 장이 호킹 온도에 의해 요동할 수 있습니다.



기본적으로장의이러한우주적요동은
우리가볼수없는지평선밖,

즉다중우주에존재하는것입니다.



그런데단한번, 우리는다중우주를볼기회가있었습니다.
우리우주의지평선이갑자기커지는사건이있었기때문입니다.



인플레이션이끝나면서, 이전까지는다중우주에속했던요동들이
우리지평선안에보이게됩니다.

이것이우리우주의불균일성의기원이됩니다.



감사합니다
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