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파동함수



양자역학이란?



양자역학이란?

그보다 먼저, 물리학에서 ‘이론theory’이란
무엇인지에 대해서 생각해 봅시다.



물리학에서 이론이란 작용action을 의미합니다.

𝑆 = න𝑑𝑡 𝐿(𝑞, ሶ𝑞; 𝑡)



✓ 작용은 정준 변수canonical variable들의 함수functional입니다.

𝑆 = න𝑑𝑡 𝐿(𝑞, ሶ𝑞; 𝑡)

물리학에서 이론이란 작용action을 의미합니다.



✓ 작용은 정준 변수canonical variable들의 함수functional입니다.

✓ 범함수를 변분variation해서 운동 방정식equation ofmotion을 얻습니다.

𝑆 = න𝑑𝑡 𝐿(𝑞, ሶ𝑞; 𝑡)

물리학에서 이론이란 작용action을 의미합니다.



✓ 작용은 정준 변수canonical variable들의 함수functional입니다.

✓ 범함수를 변분variation해서 운동 방정식equation ofmotion을 얻습니다.

✓ 운동 방정식을 풀어서 운동(입자의 위치)을 얻게 됩니다.

𝑆 = න𝑑𝑡 𝐿(𝑞, ሶ𝑞; 𝑡)

물리학에서 이론이란 작용action을 의미합니다.



𝑆 = න −𝑔𝜇𝜈 ሶ𝑥𝜇 ሶ𝑥𝜈𝑑𝜏

상대론적 입자: 운동 방정식은 측지선 방정식geodesic equation이 됩니다.

이론의 예



𝑆 =
𝑇

2
න −ℎℎ𝑎𝑏𝑔𝜇𝜈 𝑋 𝜕𝑎𝑋

𝜇(𝑥)𝜕𝑏𝑋
𝜈(𝑥)𝑑2𝑥

끈 이론 String theory (폴리아코프 작용)

이론의 예



𝑆 = න−𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙 𝑑4𝑥

스칼라 장scalar field: 운동 방정식은
클라인-고든 방정식Klein-Gordon equation이 됩니다.

이론의 예



𝑆 =
1

16𝜋
න𝑅 −𝑔 𝑑4𝑥

중력장: 운동 방정식은 아인슈타인 방정식Einstein equation이 됩니다.

이론의 예



양자역학이란?

이제 이론theory을 양자화quantize한다는 것의
의미에 대해서 생각해봅시다.



1단계: 이론으로부터 출발합니다.

𝑆 = න𝑑𝑡 𝐿

양자화 프로그램



2단계: 르장드르 변환Legendre transformation을 사용해서

해밀토니안Hamiltonian을 얻습니다.

𝐻(𝑞, 𝑝) = 𝑝 ሶ𝑞 − 𝐿(𝑞, ሶ𝑞)

양자화 프로그램



3단계: 정준 변수canonical variable를 연산자operator로 바꿉니다.

그래서 슈뢰딩거 방정식Schrodinger equation을 유도합니다.

𝑞, 𝑝 = 1 → ො𝑞, ො𝑝 = 𝑖

෡𝐻 ො𝑞, ො𝑝 Ψ = ෠𝐸Ψ

양자화 프로그램



4단계: 방정식을 풀어서 파동함수wave function를 구합니다.

Ψ(𝑥, 𝑡)

양자화 프로그램



5단계: 측정 가능한 양observable quantities을 계산해서 실험과

비교합니다. 여기에는 고윳값eigenvalues 또는

기댓값expectation values이 해당됩니다.

Ψ| ෠𝑂 ෠𝑂… |Ψ

양자화 프로그램



1단계:이론 𝑆 = 𝑑𝑡׬ 𝐿

2단계:르장드르 변환을 통해 해밀토니안 유도 𝐻

3단계:연산자로 치환해서 슈뢰딩거 방정식 유도 ෡𝐻𝛹 = ෠𝐸𝛹

4단계:파동함수 𝛹

5단계:관측 가능한 값(고윳값 또는 기댓값)계산 ෠𝑂 ෠𝑂…

양자화 프로그램



참 쉽죠!

양자화 프로그램



비상대론적 양자역학의 슈뢰딩거 방정식

−
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 Ψ = 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ



보른 해석 Born interpretation



파동함수 Ψ란 무엇인가?



슈뢰딩거는 파동함수가 전하의 밀도라고 생각했습니다.
즉, 고전적인 전자가 공간을 채우는 방식을

설명한다고 생각했던 것입니다.

그러나 전자는 입자이기 때문에
공간을 채우고 있다는 것을 쉽게 납득할 수 없었습니다.



이에 대해 막스 보른은 파동함수를
전하밀도가 아닌 확률밀도라고 해석합니다.

|Ψ 𝑥, 𝑡 |2 = 𝑃(𝑥, 𝑡)

우리는 한 번의 측정에 의해서 고윳값을 얻을 수 있고,
여러 번의 반복된 측정에 의해서 기댓값을 얻을 수 있습니다.



따라서 우리는 전자에 대해서 오직
확률 및 통계적인 것 만

측정할 수 있다는 말이 됩니다.

|Ψ 𝑥, 𝑡 |2 = 𝑃(𝑥, 𝑡)

이것은 아인슈타인을 비롯한 많은 고전적 결정론자들의
비판을 받았습니다.



이렇게 측정measurement에 의해 파동 함수의 파동성이 붕괴되고
입자로 환원된다고 보는 해석을

양자 역학의 코펜하겐 해석Copenhagen interpretation이라고 합니다.



물론 우리가 고전적 결정론을 유지할 수는 없지만
통계적 범위에서는 여전히

결정되어 있다고 생각할 수 있습니다.

|Ψ 𝑥, 𝑡 |2 = 𝑃(𝑥, 𝑡)

왜냐하면 슈뢰딩거 방정식이
파동함수를 결정하기 때문입니다.



과연 통계적 범위에서조차 결정할 수 없는
근본적 미결정성이 자연에 존재할까요?



1976년 스티븐 호킹은 그렇게 생각했습니다.
여기에 대해서는 현재 토론이 진행중입니다.



우리는 확률 분포로부터
측정할 수 있는 값을 얻는 방법에 대해서

연구할 필요가 있습니다.



확률을 사용하는 방법



페르마와 파스칼



서로 실력이 비슷한 철수와 영희가
각자 32만원을 걸고 주사위 게임을 했다.

세 번을 먼저 이기는 사람이 모든 돈을 가져가기로 했다.

현재 철수는 두 번, 영희는 한 번을 이긴 상황이고,
사정상 더는 게임을 할 수 없게 되었다.

그렇다면 철수와 영희에게 상금을 어떻게 분배해야 하는가?



영희의 주장:

앞으로 이루어질 경우의 수는 세 가지 이다.
철수 승

철수 패/철수 승
철수 패/철수 패

앞의 두 가지는 철수가 이기는 경우이고
세 번째는 영희가 이기는 경우이다.
따라서 상금은 2:1로 나누어야 한다.



철수의 주장:

앞으로 이루어질 경우의 수는 세 가지 이다.
철수 승

철수 패/철수 승
철수 패/철수 패

첫 번째의 확률은 ½, 두 번째의 확률은 ¼, 세 번째의 확률은 ¼ 이다.
따라서 철수가 이길 확률은 ¾, 영희가 이길 확률은 ¼ 이다.

따라서 상금은 3:1로 나누어야 한다.



페르마와 파스칼은 후자의 주장이 맞다는 것을
확인해주었다고 합니다.



어떤 사건의 확률이란
그 사건이 일어날 경우의 수를

전체 경우의 수로 나눈 것을 말합니다.

𝑝𝑖 =
𝑛𝑖
𝑁



어떤 사건의 확률이란
그 사건이 일어날 경우의 수를

전체 경우의 수로 나눈 것을 말합니다.

𝑝𝑖 =
𝑛𝑖
𝑁



전체 경우의 수는 각 사건의 경우의 수의 총 합입니다.

𝑁 =෍

𝑖

𝑛𝑖



따라서 확률의 총 합은 1이 되어야 합니다.
이것을 규격화 조건이라고 합니다.

1 =෍

𝑖

𝑝𝑖



따라서 확률의 총 합은 1이 되어야 합니다.
이것을 규격화 조건이라고 합니다.

1 = න𝑝 𝑥 𝑑𝑥



양자 역학은 자연 현상을 성공적으로 설명해 준다는 것을
앞으로 보게 될 것입니다.

그렇다면 양자 역학이 기술하는 세상에 대한
직관적인 의미는 어떠한 것일까요?



첫째로, 자연은 근본적으로 파동이라는 것입니다.
이 파동은 슈뢰딩거 방정식으로 결정됩니다.

Ψ[ Ԧ𝑥𝑖 , 𝑡]



그러나 코펜하겐 해석Copenhagen interpretation에 의하면
측정measurement에 의해 파동 함수의 파동성이 붕괴되고

우리는 항상 입자만을 인식하게 됩니다.



우리는 입자에 대해서 여기에 있다, 또는 저기에 있다,
즉 정확한 위치에 대한 진술을 할 수 있습니다.



그러나 파동에 대해서 여기 또는 저기라는 말을
할 수 있을까요?



구체적으로 그림과 같은 정규 분포를 생각해 봅시다.
역시 이러한 분포에서는 여기 또는 저기라는 위치를

특정하는 것이 불가능합니다.



그러나 이 분포에서
가장 지배적인 부분을 지정하는 것은 가능합니다.

이렇게 확률 분포를 대표하는 값을
평균값 또는 기댓값이라고 합니다.



물론 기댓값이 항상 어떤 분포를 대표하는 값이 되지는 않습니다.
때로는 중간값 또는 최빈값을 함께 참고해서 보아야 합니다.



다른 한 편, 어떤 분포를 대표하는 값을 선택하더라도
분포가 좌우로 넓게 퍼져 있다면

특정한 대표값을 지칭하는 것의 의미가 줄어들게 됩니다.



이렇게 기댓값 주변으로 퍼져있는 정도를 측정하는 양을
표준 편차standard deviation라고 합니다.



𝑃(𝑥) =
1

2𝜋𝜎2
𝑒
−
(𝑥−𝑥0)

2

2𝜎2

정규 분포의 경우 𝑥0는 기댓값expectation value이고
𝜎는 표준 편차standard deviation가 됩니다.

그리고 1/ 2𝜋𝜎2은 규격화normalization 상수가 됩니다.



기댓값 expectation value

𝑓(𝑥) = න𝑓 𝑥 𝑝 𝑥 𝑑𝑥



표준 편차 standard deviation

Δ𝑥 = 𝑥 − 𝑥 2

= 𝑥2 − 𝑥 2



고전 물리학은 미분 방정식에 의해서 결정됩니다.
여기에는 2개의 초기 조건, 즉

초기 위치 및 초기 속력이 필요합니다.

Ԧ𝐹 = 𝑚
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡



또는 이와 동등하게
초기 위치 및 초기 운동량에 대한 정보를 알고 있으면

모든 것을 결정할 수 있습니다.

Ԧ𝐹 =
𝑑 Ԧ𝑝

𝑑𝑡



이제 같은 이야기를 양자 역학에 적용하면
위치 및 운동량의 기댓값은

위와 같이 계산할 수 있습니다.

𝑥 = නΨ∗𝑥Ψ𝑑𝑥

𝑝 = නΨ∗
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑥
Ψ𝑑𝑥



그러면 이러한 위치 및 운동량의 정보는
기댓값 근처에 얼마나 퍼져 있을까요?

즉, 이러한 기댓값은 얼마나 정확할까요?

𝑥 = නΨ∗𝑥Ψ𝑑𝑥

𝑝 = නΨ∗
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑥
Ψ𝑑𝑥



입자의 위치 및 운동량에 대한 표준 편차,
또는 불확정성uncertainty은 위와 같이 정의됩니다.

∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥 2

∆𝑝 = 𝑝2 − 𝑝 2



고전 물리학에서는 입자의 정확한 위치와 운동량을
결정할 수 있습니다.

즉, 표준 편차를 0으로 만들 수 있다는 것입니다.

Ԧ𝑥𝑖(𝑡)
속성 = 질량, 전하량, …



그러나 하이젠베르크는 양자 역학에서
표준 편차를 더 이상 줄일 수 없는

어떤 한계가 있다는 것을 증명합니다.



이것을 하이젠베르크의
불확정성원리uncertainty principle라고 합니다.

∆𝑥∆𝑝 ≥
ℏ

2



사실 이것은 놀라운 주장이 아닙니다.
자연이 근본적으로 파동이라면

이러한 불확정성 관계식은 자연스럽게 성립합니다.

Ψ[ Ԧ𝑥𝑖 , 𝑡]



문제는 우리가 측정을 통해서 항상
입자만을 인식한다는 점입니다.

이렇게 인식된 입자에 대한 위치와 운동량을 특정할 수 없다는 것은
놀라운 사실이 됩니다.

Ψ[ Ԧ𝑥𝑖 , 𝑡]



위치와 운동량을 완벽히 특정할 수 없으므로
고전 물리학의 방정식도 정확한 예측 능력을 잃게 됩니다.

Ψ[ Ԧ𝑥𝑖 , 𝑡]



하이젠베르크의 불확정성 관계식은
자연에 대한 ‘고전적인’ 예측 능력에 대해서

근본적인 한계가 있음을 보여주는 것이 됩니다.



따라서 양자 역학에서의 예측 능력이라는 것은
‘통계적인’ 범위에 제한됩니다.

물론 우리는 반복된 실험을 통해
이론적인 예측과 실험 결과를 비교할 수 있습니다.



이러한 의미에서 양자 역학은
통계적 범위에서는 여전히

예측 능력을 가지고 있다고 생각할 수 있습니다.

따라서 양자 역학이
자유 의지에 대한 근본적인 설명이 된다는 주장은

약간 조심스럽게 접근할 필요가 있습니다.



감사합니다
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