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시간에무관한
슈뢰딩거방정식



비상대론적양자역학의슈뢰딩거방정식

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝛻𝛻2 + 𝑉𝑉 Ψ = 𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
Ψ



1차원문제:
이방정식은선형 2차편미분방정식입니다.

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑉𝑉 Ψ = 𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
Ψ



1차원문제:
이방정식은선형 2차편미분방정식입니다.

편미분방정식이므로변수분리가필요합니다.

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑉𝑉 Ψ = 𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
Ψ



1차원문제:
이방정식은선형 2차편미분방정식입니다.

변수분리후2개의선형독립인해가존재합니다.

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
+ 𝑉𝑉 Ψ = 𝑖𝑖𝑖

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
Ψ



슈뢰딩거방정식을푸는과정



0. 변수분리
separation of variables

Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜓𝜓 𝑥𝑥 𝑇𝑇(𝑡𝑡)



1. 일반해찾기
general solution

𝜓𝜓 𝑥𝑥 = 𝐴𝐴𝜓𝜓1 + 𝐵𝐵𝜓𝜓2



2. 경계조건부여
boundary conditions

𝜓𝜓𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 𝐴𝐴𝜓𝜓1𝑛𝑛 + 𝐵𝐵𝜓𝜓2



3. 규격화조건
normalization

𝜓𝜓𝑛𝑛 𝑥𝑥 = 𝐴𝐴(𝑛𝑛)𝜓𝜓1𝑛𝑛



4. 정규직교조건을만족하는기저함수구성
orthonormal basis

�
−∞

∞
𝜓𝜓𝑚𝑚∗ (𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚



5. 일반적인해를기저함수의중첩으로표현
superposition

𝜓𝜓 𝑥𝑥 = �
𝑛𝑛=1

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛𝜓𝜓𝑛𝑛



6. 초기조건을대입해서계수를확정
initial condition

𝑐𝑐𝑛𝑛 = �
−∞

∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝜓𝜓𝑛𝑛∗ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑



슈뢰딩거방정식을푸는과정

0. 변수분리

1. 일반해찾기

2. 경계조건부여

3. 규격화조건

4. 정규직교조건을만족하는기저함수구성

5. 일반적인해를기저함수의중첩으로표현

6. 초기조건을대입해서계수를확정



슈뢰딩거방정식을푸는과정

0. 변수분리

1. 일반해찾기

2. 경계조건부여

3. 규격화조건

4. 정규직교조건을만족하는기저함수구성

5. 일반적인해를기저함수의중첩으로표현

6. 초기조건을대입해서계수를확정

참 쉽죠!



벡터공간이란선형연산이가능한벡터들이정의된
수학적공간을말합니다.

벡터공간



벡터공간에거리norm를정의할수있으면
바나흐공간이라고부릅니다.

바나흐공간



바나흐공간에각도를측정하는내적inner product을
잘정의할수있으면

힐베르트공간이라고부릅니다.

힐베르트공간



바나흐공간에각도를측정하는내적inner product을
잘정의할수있으면

힐베르트공간이라고부릅니다.

힐베르트공간



힐베르트공간은빈틈이없이꽉차있어야합니다.
즉, Cauchy complete해야합니다.

힐베르트공간



슈뢰딩거방정식의해로주어지는함수들도
힐베르트공간을생성합니다.

즉, 벡터와내적이정의가됩니다.

벡터공간으로서의함수공간



우리가구한고유함수가이함수공간의기저벡터가되고,
내적은위와같은 (르베그)적분으로정의가됩니다.

벡터공간으로서의함수공간

�
−∞

∞
𝜓𝜓𝑚𝑚∗ (𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚



힐베르트공간의완비성completeness때문에
경계조건을만족하는임의의초기조건에대해서
위와같이모든계수들을결정할수있게됩니다.

벡터공간으로서의함수공간

𝑐𝑐𝑛𝑛 = �
−∞

∞
𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝜓𝜓𝑛𝑛∗ 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑



디랙은슈뢰딩거방정식의해가만들어내는함수공간의구조를
선형대수학적용어로다시풀어냈습니다.

선형대수학적용어로의전환

𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥) ⟶ | ⟩𝜓𝜓𝑛𝑛

�
−∞

∞
𝜓𝜓𝑚𝑚∗ (𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 ⟶ 𝜓𝜓𝑚𝑚 𝜓𝜓𝑛𝑛



슈뢰딩거방정식의미분연산자가
에르미트연산자이기때문에,

서로다른고유함수는항상직교하게됩니다.

벡터공간으로서의함수공간

𝜓𝜓𝑚𝑚 𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚



가장어려운 (?)단계

0. 변수분리

1. 일반해찾기

2. 경계조건부여

3. 규격화조건

4. 정규직교조건을만족하는기저함수구성

5. 일반적인해를기저함수의중첩으로표현

6. 초기조건을대입해서계수를확정



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

0. 변수분리

1. 일반해찾기

2. 경계조건부여

3. 규격화조건

4. 정규직교조건을만족하는기저함수구성

5. 일반적인해를기저함수의중첩으로표현

6. 초기조건을대입해서계수를확정



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 1.  파라미터가큰경우의해석적해를찾고, 경계조건을생각한다.



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 2.  (적당한변수선택뒤) 프로베니우스방법을사용해서

무한급수형태로전개한다.



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 3.  다시한번규격화가능성을검토하고, 경우에따라

유한차수다항식으로제한한다.



1차원조화진동자: 에르미트다항식

3차원구면대칭반지름방향: 라게르다항식

3차원구면대칭각도방향: 르장드르다항식

…

전형적인문제들



연산자방법



�𝐻𝐻 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2 + 𝑚𝑚𝜔𝜔𝑥𝑥 2

= ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎+𝑎𝑎− +
1
2(𝑎𝑎+)∗= 𝑎𝑎−



�𝐻𝐻 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2 + 𝑚𝑚𝜔𝜔𝑥𝑥 2

= ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎+𝑎𝑎− +
1
2(𝑎𝑎+)∗= 𝑎𝑎−

[𝑎𝑎−,𝑎𝑎+] = 1

[�𝐻𝐻, 𝑎𝑎±] = ±ℏ𝜔𝜔𝑎𝑎±



�𝐻𝐻 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2 + 𝑚𝑚𝜔𝜔𝑥𝑥 2

= ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎+𝑎𝑎− +
1
2(𝑎𝑎+)∗= 𝑎𝑎−

[𝑎𝑎−,𝑎𝑎+] = 1

[�𝐻𝐻, 𝑎𝑎±] = ±ℏ𝜔𝜔𝑎𝑎± �𝐻𝐻(𝑎𝑎±𝜓𝜓) = (𝐸𝐸 ± ℏ𝜔𝜔)(𝑎𝑎±𝜓𝜓)



�𝐻𝐻 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2 + 𝑚𝑚𝜔𝜔𝑥𝑥 2

= ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎+𝑎𝑎− +
1
2

생성 연산자
creation operator

소멸 연산자
annihilation operator

�𝐻𝐻(𝑎𝑎±𝜓𝜓) = (𝐸𝐸 ± ℏ𝜔𝜔)(𝑎𝑎±𝜓𝜓)





𝜓𝜓0
𝑎𝑎−𝜓𝜓0 = 0



𝜓𝜓0

𝜓𝜓1 ∝ 𝑎𝑎+𝜓𝜓0



𝜓𝜓0

𝜓𝜓1 ∝ 𝑎𝑎+𝜓𝜓0

𝜓𝜓2 ∝ (𝑎𝑎+)2𝜓𝜓0



𝜓𝜓0

𝜓𝜓1 ∝ 𝑎𝑎+𝜓𝜓0

𝜓𝜓2 ∝ (𝑎𝑎+)2𝜓𝜓0

…

𝜓𝜓𝑛𝑛 ∝ (𝑎𝑎+)𝑛𝑛𝜓𝜓0



𝜓𝜓0

𝜓𝜓1 ∝ 𝑎𝑎+𝜓𝜓0

𝜓𝜓2 ∝ (𝑎𝑎+)2𝜓𝜓0

…

𝜓𝜓𝑛𝑛 ∝ (𝑎𝑎+)𝑛𝑛𝜓𝜓0

𝑎𝑎+𝑎𝑎−𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝜓𝜓𝑛𝑛
𝑎𝑎−𝑎𝑎+𝜓𝜓𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 + 1)𝜓𝜓𝑛𝑛
𝑎𝑎+𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1𝜓𝜓𝑛𝑛+1
𝑎𝑎−𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝜓𝜓𝑛𝑛−1



𝜓𝜓0

𝜓𝜓1 ∝ 𝑎𝑎+𝜓𝜓0

𝜓𝜓2 ∝ (𝑎𝑎+)2𝜓𝜓0

…

𝜓𝜓𝑛𝑛 ∝ (𝑎𝑎+)𝑛𝑛𝜓𝜓0

𝑎𝑎+𝑎𝑎−𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝜓𝜓𝑛𝑛
𝑎𝑎−𝑎𝑎+𝜓𝜓𝑛𝑛 = (𝑛𝑛 + 1)𝜓𝜓𝑛𝑛
𝑎𝑎+𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 + 1𝜓𝜓𝑛𝑛+1
𝑎𝑎−𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝜓𝜓𝑛𝑛−1

𝜓𝜓𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛!

(𝑎𝑎+)𝑛𝑛𝜓𝜓0



연산자방법으로간단하게증명할수있습니다.

기저벡터의직교성

�
−∞

∞
𝜓𝜓𝑚𝑚∗ (𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚



�𝐻𝐻 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2 + 𝑚𝑚𝜔𝜔𝑥𝑥 2

𝐸𝐸 = ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎+𝑎𝑎− +
1
2



�𝐻𝐻 =
1

2𝑚𝑚
𝑝𝑝2 + 𝑚𝑚𝜔𝜔𝑥𝑥 2

𝐸𝐸 = ℏ𝜔𝜔 𝑛𝑛+
1
2



푸리에변환 Fourier transformation



조제프푸리에



푸리에급수 Fourier series 란?



일정주기를가지는임의의함수는사인과코사인의조합으로
언제나표현할수있습니다.

푸리에급수

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎0 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛 cos
2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑇𝑇

+ 𝑏𝑏𝑛𝑛 sin
2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑇𝑇



이것은함수가다양한모드의조합으로표현된다는것을
의미합니다.

푸리에급수

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎0 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛 cos
2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑇𝑇

+ 𝑏𝑏𝑛𝑛 sin
2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑇𝑇



이것은함수가다양한모드의조합으로표현된다는것을
의미합니다.

푸리에급수



각모드에해당하는계수는함수공간의직교성에의해
위와같은적분을사용해서구할수있습니다.

푸리에급수

𝑎𝑎𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇
�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑓𝑓 𝑥𝑥 cos

2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑇𝑇

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇
�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑓𝑓 𝑥𝑥 sin

2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑥𝑥
𝑇𝑇

𝑑𝑑𝑑𝑑



함수의주기가무한대가되면,
급수가적분으로바뀝니다.

푸리에급수푸리에변환

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

∞
𝐹𝐹(𝑘𝑘)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑



다시한번함수공간의완비성에의해,
위와같은역변환도존재합니다.

푸리에급수푸리에변환

𝐹𝐹(𝑘𝑘) =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑



푸리에변환을두번하면, 처음의함수로돌아옵니다.

푸리에변환의완비성

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

∞
𝐹𝐹(𝑘𝑘)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑



푸리에변환을두번하면, 처음의함수로돌아옵니다.

푸리에변환의완비성

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

∞
𝐹𝐹(𝑘𝑘)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
�
−∞

∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥′𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑



푸리에변환을두번하면, 처음의함수로돌아옵니다.

푸리에변환의완비성

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

∞
𝐹𝐹(𝑘𝑘)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
�
−∞

∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑



푸리에변환을두번하면, 처음의함수로돌아옵니다.

푸리에변환의완비성

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋

�
−∞

∞
𝐹𝐹(𝑘𝑘)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
�
−∞

∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥)𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥−𝑥𝑥′)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
−∞

∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥)𝛿𝛿(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑



각각의모드자체는규격화가가능하지않아서
물리적인의미가없지만,

여러모드들이중첩되어있는파동은
물리적의미를가지게됩니다.



선형방정식을만족하는임의의함수는
각푸리에모드의중첩으로볼수있습니다.

𝛻𝛻2𝜙𝜙+𝑚𝑚2𝜙𝜙 = 0



일반적으로아래와같이전개됩니다.

𝜙𝜙 = �
𝑑𝑑3𝑝𝑝
2𝜋𝜋 3

1
2𝜔𝜔𝑝𝑝

(𝑎𝑎𝑝𝑝𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑝𝑝
†𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥)



파동을푸리에변환하면,같은파동을
에너지𝜔𝜔𝑝𝑝를가지는입자들의중첩으로보게됩니다.

𝜙𝜙 = �
𝑑𝑑3𝑝𝑝
2𝜋𝜋 3

1
2𝜔𝜔𝑝𝑝

(𝑎𝑎𝑝𝑝𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑝𝑝
†𝑒𝑒𝑖𝑖𝑝𝑝�𝑥𝑥)



각푸리에모드의계수들은
에너지𝜔𝜔𝑝𝑝를가지는입자들의개수와관련됩니다.

𝜙𝜙 = �
𝑑𝑑3𝑝𝑝
2𝜋𝜋 3

1
2𝜔𝜔𝑝𝑝

(𝑎𝑎𝑝𝑝𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑝𝑝
†𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥)



장을양자화하게되면,
푸리에모드의계수들이연산자가됩니다.

𝑎𝑎𝑝𝑝,𝑎𝑎𝑝𝑝′
† = 2𝜋𝜋 3𝛿𝛿 3 𝑝𝑝−𝑝𝑝′



이것은에너지𝜔𝜔𝑝𝑝를가지는각각의입자들을
조화진동자로생각하는것과같습니다.

𝑎𝑎𝑝𝑝,𝑎𝑎𝑝𝑝′
† = 2𝜋𝜋 3𝛿𝛿 3 𝑝𝑝−𝑝𝑝′



𝐻𝐻 = ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎†𝑎𝑎+
1
2



𝐻𝐻 = ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎†𝑎𝑎+
1
2

𝐻𝐻 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

ℏ𝜔𝜔𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖
†𝑎𝑎𝑖𝑖 +

1
2



𝐻𝐻 = ℏ𝜔𝜔 𝑎𝑎†𝑎𝑎+
1
2

𝐻𝐻 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

ℏ𝜔𝜔𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖
†𝑎𝑎𝑖𝑖 +

1
2

𝐻𝐻 = �
𝑑𝑑3𝑝𝑝

(2𝜋𝜋)3
ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑝𝑝

†𝑎𝑎𝑝𝑝 +
1
2



𝐻𝐻 = �
𝑑𝑑3𝑝𝑝

(2𝜋𝜋)3
ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑝𝑝

†𝑎𝑎𝑝𝑝 +
1
2

= �
𝑑𝑑3𝑝𝑝

(2𝜋𝜋)3
ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝 𝑛𝑛𝑝𝑝 +

1
2

장의해밀토니안은각모드(𝑝𝑝)에대해서
에너지 (ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝) ×입자의수 (𝑛𝑛𝑝𝑝)

와같이표현됩니다.





⟩|

⟩|

초기상태

최종상태



⟩|

⟩|
�= 𝑎𝑎†𝑎𝑎†|0

�= 𝑎𝑎†𝑎𝑎†|0

초기상태

최종상태



⟩|

⟩|
�= 𝑎𝑎†𝑎𝑎†|0

�= 𝑎𝑎†𝑎𝑎†|0

𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑

초기상태

최종상태



⟩|⟨ |𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑

확률

𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑≈

2



𝐻𝐻 = �
𝑑𝑑3𝑝𝑝

(2𝜋𝜋)3
ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑝𝑝

†𝑎𝑎𝑝𝑝 +
1
2

장의해밀토니안에는발산하는항이있습니다.
각입자의바닥상태에너지를모두더하면

무한대가되기때문입니다.



𝐻𝐻 = �
𝑑𝑑3𝑝𝑝

(2𝜋𝜋)3
ℏ𝜔𝜔𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑝𝑝

†𝑎𝑎𝑝𝑝 +
1
2

이것을진공에너지vacuum energy라고부릅니다.
진공에너지를어떻게계산해야하는지에대해서

약간의어려움이있습니다.



어쩌면진공에너지가우주상수를설명할수도있습니다.
그러나이론적으로계산되는진공에너지와

측정된우주상수사이에는큰차이가있습니다.
이것을우주상수문제라고부릅니다.

𝐺𝐺𝜇𝜇𝜇𝜇 + Λ𝑔𝑔𝜇𝜇𝜈𝜈 = 8𝜋𝜋𝑇𝑇𝜇𝜇𝜇𝜇



속박 bound과산란 scattering상태



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)



𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑉𝑉(𝑥𝑥)



𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

고전적으로 허용된 영역



𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

고전적으로 허용된 영역

𝜓𝜓(𝑥𝑥)



𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

고전적으로 허용된 영역

𝜓𝜓(𝑥𝑥)

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖



𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

고전적으로 허용된 영역

𝜓𝜓(𝑥𝑥)

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥 ~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥



𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

고전적으로 허용된 영역

𝜓𝜓(𝑥𝑥)

양자역학적으로
가능한 영역

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥 ~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥

양자역학적으로
가능한 영역



𝑥𝑥

𝐸𝐸

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

고전적으로 허용된 영역

𝜓𝜓(𝑥𝑥)

양자역학적으로
가능한 영역

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥 ~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥

양자역학적으로
가능한 영역

속박 상태 bound state



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

양자역학적으로
가능한 영역고전적으로 허용된 영역 고전적으로 허용된 영역



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

양자역학적으로
가능한 영역고전적으로 허용된 영역 고전적으로 허용된 영역

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐹𝐹𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

투과: T = |𝐹𝐹|2

|𝐴𝐴|2

양자 터널링 quantum tunneling



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐹𝐹𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
투과: T = |𝐹𝐹|2

|𝐴𝐴|2
반사: R = |𝐵𝐵|2

|𝐴𝐴|2

양자 터널링 quantum tunneling



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐹𝐹𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
투과: T = |𝐹𝐹|2

|𝐴𝐴|2
반사: R = |𝐵𝐵|2

|𝐴𝐴|2

𝑇𝑇 + 𝑅𝑅 = 1

양자 터널링 quantum tunneling



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

𝐴𝐴𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝐹𝐹𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐵𝐵𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
투과: T = |𝐹𝐹|2

|𝐴𝐴|2
반사: R = |𝐵𝐵|2

|𝐴𝐴|2

𝑇𝑇 + 𝑅𝑅 = 1

양자 터널링 quantum tunneling

산란 상태 scattering state



디랙 𝛿𝛿-함수와유한한사각우물퍼텐셜은
속박과산란상태를모두허용할수있는

흥미로운예가됩니다.



디랙 𝛿𝛿-함수는함수들의극한으로정의할수있습니다.

𝛿𝛿𝑎𝑎(𝑥𝑥) =
1

𝑎𝑎 𝜋𝜋
𝑒𝑒−𝑥𝑥2/𝑎𝑎2



시간에의존하지않는슈뢰딩거방정식은
선형 2차상미분방정식입니다.

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
+ 𝑉𝑉 𝜓𝜓 = 𝐸𝐸𝜓𝜓



따라서모든점에서는𝜓𝜓및𝜓𝜓′가연속이어야합니다.

−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
+ 𝑉𝑉 𝜓𝜓 = 𝐸𝐸𝜓𝜓



퍼텐셜이 𝛿𝛿-함수인경우에는발산하는곳근방에서
𝜓𝜓가연속이고

𝜓𝜓′은위의방정식을만족시켜야합니다.

lim
𝜀𝜀→0

�
−𝜀𝜀

+𝜀𝜀
−
ℏ2

2𝑚𝑚
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
+ 𝑉𝑉 𝜓𝜓𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim

𝜀𝜀→0
�
−𝜀𝜀

+𝜀𝜀
𝐸𝐸𝜓𝜓 𝑑𝑑𝑑𝑑



⟩|

⟩|
�= 𝑎𝑎†𝑎𝑎†|0

�= 𝑎𝑎†𝑎𝑎†|0

𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑

초기상태

최종상태



⟩|⟨ |𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑

확률

𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑≈

2



⟩|⟨ |𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑

확률

𝑒𝑒−𝑖𝑖 ∫
𝐻𝐻
ℏ𝑑𝑑𝑑𝑑≈

2

𝑺𝑺-행렬 𝑺𝑺-matrix 



파동의 특성 때문에, 고전적으로는도달할 수 없는 영역에도
입자가 도달할 확률이 생깁니다.

이것을 양자터널링현상이라고부릅니다.



파동의 특성 때문에, 고전적으로는도달할 수 없는 영역에도
입자가 도달할 확률이 생깁니다.

이것을 양자터널링현상이라고부릅니다.



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

양자역학적으로
가능한 영역고전적으로 허용된 영역 고전적으로 허용된 영역

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

양자역학적으로
가능한 영역고전적으로 허용된 영역 고전적으로 허용된 영역

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥

𝑇𝑇~𝑒𝑒−
2
ℏ ∫𝑖𝑖

𝑓𝑓 |𝑝𝑝 𝑥𝑥 |𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑝𝑝 𝑥𝑥 = 2𝑚𝑚(𝐸𝐸 − 𝑉𝑉(𝑥𝑥))

고전적으로 허용되지 않은 영역에서는
𝑝𝑝가 허수가 됩니다.

WKB 근사



블랙홀의사건 지평선 근처에서는
진공 요동quantum fluctuation에 의해 입자Hawking radiation가

생성될 수 있습니다.



𝑰𝑰𝑰𝑰 𝑺𝑺 = 𝑰𝑰𝑰𝑰�
𝒓𝒓𝒊𝒊𝒊𝒊

𝒓𝒓𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐
𝒑𝒑𝒓𝒓𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝑰𝑰𝑰𝑰�

𝑴𝑴

𝑴𝑴−𝝎𝝎
�
𝒓𝒓𝒊𝒊𝒊𝒊

𝒓𝒓𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒓̇𝒓 𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝟒𝟒𝝅𝝅𝝅𝝅 𝑴𝑴−

𝝎𝝎
𝟐𝟐

(𝑯𝑯 = 𝑴𝑴−𝝎𝝎′)

𝜞𝜞 ∝ 𝒆𝒆−𝟐𝟐 𝑰𝑰𝑰𝑰 𝑺𝑺

이것은 블랙홀 내부에서외부로
입자가 터널링하는것으로 해석할 수 있습니다.
이 확률은 WKB 근사로 쉽게 계산할 수 있습니다.



𝑥𝑥

𝑉𝑉(𝑥𝑥)

𝐸𝐸

양자역학적으로
가능한 영역고전적으로 허용된 영역 고전적으로 허용된 영역

~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ~𝑒𝑒±𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑒𝑒±𝜅𝜅𝑥𝑥

양자역학적터널링 문제에서는수학적인 기법으로
허수의 운동량 또는 허수의 시간을 도입하는것이 필요합니다.



양자역학적터널링 문제에서는수학적인 기법으로
허수의 운동량 또는 허수의 시간을 도입하는것이 필요합니다.



감사합니다
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