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수식화



지금까지 공부한 과정들을
수학적으로 다시 한 번 정리해 봅시다.



양자역학 = 연산자 + 상태



양자역학 = 연산자 + 상태

벡터 | ۧΨ



양자역학 = 연산자 + 상태

행렬 ෠𝑄 벡터 | ۧΨ



양자역학 = 연산자 + 상태

벡터 | ۧΨ



원리1: ۧ|Ψ 는힐베르트공간에속한다.



벡터공간이란선형연산이가능한벡터들이정의된
수학적공간을말합니다.

벡터공간



벡터공간에거리norm를정의할수있으면
바나흐공간이라고부릅니다.

바나흐공간



바나흐공간에각도를측정하는내적inner product을
잘정의할수있으면

힐베르트공간이라고부릅니다.

힐베르트공간



바나흐공간에각도를측정하는내적inner product을
잘정의할수있으면

힐베르트공간이라고부릅니다.

힐베르트공간



힐베르트공간은빈틈이없이꽉차있어야합니다.
즉, Cauchy complete해야합니다.

힐베르트공간



원리1: ۧ|Ψ 는힐베르트공간에속한다.

즉,  벡터 공간vector space이고,

내적inner product이 존재하며,

완비성completeness을가지고 있다.



벡터의내적

𝑓 𝑔 = න
−∞

∞

|𝑓ۦ ۧ𝑥 |𝑥ۦ ۧ𝑔 𝑑𝑥
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∞

𝑓∗ 𝑥 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥



벡터의내적

𝑓 𝑔 = න
−∞

∞

|𝑓ۦ ۧ𝑥 |𝑥ۦ ۧ𝑔 𝑑𝑥

= න
−∞

∞

𝑓∗ 𝑥 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

න
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∞

| ۧ𝑥 |𝑥ۦ 𝑑𝑥 = 𝐼

෍

𝑛=1

𝑁

| ۧ𝑛 |𝑛ۦ = 𝐼



벡터의내적

න
−∞

∞

| ۧ𝑥 |𝑥ۦ 𝑑𝑥 = 𝐼

෍

𝑛=1

𝑁

| ۧ𝑛 |𝑛ۦ = 𝐼

𝑔 𝑥 = 𝑥 𝑔

𝑓∗ 𝑥 = 𝑓 𝑥

𝑓 𝑔 = න
−∞

∞

|𝑓ۦ ۧ𝑥 |𝑥ۦ ۧ𝑔 𝑑𝑥

= න
−∞

∞

𝑓∗ 𝑥 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥



파동함수의규격화

Ψ Ψ = න
−∞

∞

|Ψۦ ۧ𝑥 |𝑥ۦ ۧΨ 𝑑𝑥

= න
−∞

∞

Ψ∗ 𝑥 Ψ(𝑥) 𝑑𝑥

= න
−∞

∞

|Ψ 𝑥 |2 𝑑𝑥

= 1



벡터의표현 representation

| ۧΨ 는 추상적인 벡터 공간의 원소입니다.



이벡터는기저함수의집합 | ۧ𝑛 에의해다음과같이표현됩니다.

벡터의표현 representation

| ۧΨ 는 추상적인 벡터 공간의 원소입니다.

1 Ψ
2 Ψ
3 Ψ
…
𝑛 Ψ
…

=

𝑐1
𝑐2
𝑐3
…
𝑐𝑛
… | ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛



벡터의표현 representation

내적은 다음과 같은 두 행렬의 곱으로 생각할 수 있습니다.

Ψ Ψ = 𝑐1
∗ 𝑐2

∗ … 𝑐𝑛
∗ …

𝑐1
𝑐2
𝑐3
…
𝑐𝑛
…

= ෍

𝑛=1

𝑁

|𝑐𝑛|
2 = 1

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛



양자역학 = 연산자 + 상태

행렬 ෠𝑄 벡터 | ۧΨ



원리2: መ𝑄은에르미트연산자Hermitian operator이다.



즉, ෠𝑄† = ෠𝑄 이다.

원리2: መ𝑄은에르미트연산자Hermitian operator이다.



연산자의표현 representation

연산자도 기저 함수에 의해 행렬로 표현될 수 있습니다.

1 ෠𝑄 1 ⋯ 1 ෠𝑄 𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑁 ෠𝑄 1 ⋯ 𝑁 ෠𝑄 𝑁

=
𝑄11 ⋯ 𝑄1𝑁
⋮ ⋱ ⋮

𝑄𝑁1 ⋯ 𝑄𝑁𝑁

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛



이 때 에르미트 연산자는 다음과 같은 성질을 가지게 됩니다.

1 ෠𝑄 1 ⋯ 1 ෠𝑄 𝑁

⋮ ⋱ ⋮
𝑁 ෠𝑄 1 ⋯ 𝑁 ෠𝑄 𝑁

=
𝑄11 ⋯ 𝑄1𝑁
⋮ ⋱ ⋮

𝑄𝑁1 ⋯ 𝑄𝑁𝑁

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

𝑄𝑖𝑗
∗ = 𝑄𝑗𝑖

연산자의표현 representation



연산자의표현 representation

| ۧ𝑓 =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛
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| ۧ𝑔 =෍

𝑛

𝑑𝑛| ۧ𝑛



연산자의표현 representation
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∗𝑑𝑚𝑄𝑛𝑚

| ۧ𝑔 =෍

𝑛

𝑑𝑛| ۧ𝑛



연산자의표현 representation

= 𝑐1
∗ 𝑐2

∗ … 𝑐𝑛
∗ …

𝑄11 ⋯ 𝑄1𝑁
⋮ ⋱ ⋮

𝑄𝑁1 ⋯ 𝑄𝑁𝑁

𝑑1
…
𝑑𝑛
…| ۧ𝑓 =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

𝑓 ෠𝑄 𝑔 = ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

𝑓 𝑛 𝑛 ෠𝑄 𝑚 𝑚 𝑔
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𝑁
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𝑚=1
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𝑛

𝑑𝑛| ۧ𝑛



연산자의기댓값 expectation value

Ψ ෠𝑄 Ψ = න
−∞

∞

න
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∞

Ψ 𝑥 𝑥 ෠𝑄 𝑥′ 𝑥′ Ψ 𝑑𝑥𝑑𝑥′



연산자의기댓값 expectation value

෠𝑄| ۧ𝑥 = 𝑄(𝑥)| ۧ𝑥
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연산자의기댓값 expectation value

෠𝑄| ۧ𝑥 = 𝑄(𝑥)| ۧ𝑥
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|′𝑥ۦ ۧ𝑥 = 𝛿(𝑥 − 𝑥′)



연산자의기댓값 expectation value

෠𝑄| ۧ𝑥 = 𝑄(𝑥)| ۧ𝑥
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연산자의기댓값 expectation value

෠𝑄| ۧ𝑥 = 𝑄(𝑥)| ۧ𝑥
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|′𝑥ۦ ۧ𝑥 = 𝛿(𝑥 − 𝑥′)



에르미트연산자의성질

에르미트 연산자는

(1) 항상 대각화diagonalization가 가능합니다.



에르미트연산자의성질

에르미트 연산자는

(1) 항상 대각화diagonalization가 가능합니다.

(2) 이 때 고윳값은실수가 됩니다.



에르미트연산자의성질

에르미트 연산자는

(1) 항상 대각화diagonalization가 가능합니다.

(2) 이 때 고윳값은실수가 됩니다.

(3) 고유벡터들은서로 직교orthogonal하게됩니다.



에르미트연산자의성질

에르미트 연산자는

(1) 항상 대각화diagonalization가 가능합니다.

(2) 이 때 고윳값은실수가 됩니다.

(3) 고유벡터들은서로 직교orthogonal하게됩니다.

(4) 고유벡터들은벡터공간 전체를 생성할 수 있고,

벡터공간의기저basis를 형성합니다.



원리3: 한번에측정되는값은고윳값eigenvalue이며,
그때의상태는고유상태eigenstate이다.



즉,  항상 대각화diagonalization가 가능하고,

고윳값은 실수가 되며,

고유벡터는 서로 직교orthogonal하면서

벡터공간의 기저basis를형성한다.

원리3: 한번에측정되는값은고윳값eigenvalue이며,
그때의상태는고유상태eigenstate이다.



슈뢰딩거방정식도에르미트연산자의고윳값문제입니다.

−
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 Ψ = 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ



슈뢰딩거방정식도에르미트연산자의고윳값문제입니다.

−
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 Ψ = 𝐸Ψ



푸리에변환 Fourier transformation

𝑥 Ψ = Ψ(𝑥)



푸리에변환 Fourier transformation

𝑥 Ψ = Ψ(𝑥)

= න
−∞

∞

𝑥 𝑝 𝑝 Ψ 𝑑𝑝



푸리에변환 Fourier transformation

𝑥 Ψ = Ψ(𝑥)

= න
−∞

∞

𝑥 𝑝 𝑝 Ψ 𝑑𝑝

=
1

2𝜋ℏ
න
−∞

∞

𝑒𝑖𝑥𝑝/ℏ 𝑝 Ψ 𝑑𝑝
𝑥 𝑝 =

𝑒𝑖𝑥𝑝/ℏ

2𝜋ℏ



푸리에변환 Fourier transformation

𝑥 Ψ = Ψ(𝑥)

= න
−∞

∞

𝑥 𝑝 𝑝 Ψ 𝑑𝑝

=
1

2𝜋ℏ
න
−∞

∞

𝑒𝑖𝑥𝑝/ℏ 𝑝 Ψ 𝑑𝑝

=
1

2𝜋ℏ
න
−∞

∞

𝑒𝑖𝑥𝑝/ℏ Φ(𝑝) 𝑑𝑝

𝑥 𝑝 =
𝑒𝑖𝑥𝑝/ℏ

2𝜋ℏ

𝑝 Ψ = Φ(𝑝)
운동량으로 표현



원리4: 여러번의반복된측정에의해
통계적해석statistical interpretation을하게된다.



통계적해석

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

Ψ ෠𝑄 Ψ = ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

Ψ 𝑛 𝑛 ෠𝑄 𝑚 𝑚 Ψ



통계적해석

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

Ψ ෠𝑄 Ψ = ෍

𝑛=1

𝑁
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𝑁
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𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝑄𝑚 𝑛 𝑚

෠𝑄| ۧ𝑛 = 𝑄𝑛| ۧ𝑛



통계적해석

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

Ψ ෠𝑄 Ψ = ෍
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෠𝑄| ۧ𝑛 = 𝑄𝑛| ۧ𝑛

𝑛 𝑚 = 𝛿𝑛𝑚



통계적해석

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

Ψ ෠𝑄 Ψ = ෍
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𝑁
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𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝑄𝑚 𝛿𝑛𝑚

= ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑛𝑄𝑛

෠𝑄| ۧ𝑛 = 𝑄𝑛| ۧ𝑛

𝑛 𝑚 = 𝛿𝑛𝑚



통계적해석

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

Ψ ෠𝑄 Ψ = ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

Ψ 𝑛 𝑛 ෠𝑄 𝑚 𝑚 Ψ

= ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝑄𝑚 𝑛 𝑚

= ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝑄𝑚 𝛿𝑛𝑚

= ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑛𝑄𝑛 = ෍

𝑛=1

𝑁

|𝑐𝑛|
2𝑄𝑛

෠𝑄| ۧ𝑛 = 𝑄𝑛| ۧ𝑛

𝑛 𝑚 = 𝛿𝑛𝑚



통계적해석

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

Ψ ෠𝑄 Ψ = ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

Ψ 𝑛 𝑛 ෠𝑄 𝑚 𝑚 Ψ

= ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝑄𝑚 𝑛 𝑚

= ෍

𝑛=1

𝑁

෍

𝑚=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑚𝑄𝑚 𝛿𝑛𝑚

= ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
∗𝑐𝑛𝑄𝑛 = ෍

𝑛=1

𝑁

|𝑐𝑛|
2𝑄𝑛 = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛𝑄𝑛

෠𝑄| ۧ𝑛 = 𝑄𝑛| ۧ𝑛

𝑛 𝑚 = 𝛿𝑛𝑚



밀도행렬

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

ො𝜌 ≡ ۧ|Ψ |Ψۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
2 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ



밀도행렬

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

ො𝜌 ≡ ۧ|Ψ |Ψۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
2 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ

𝑡𝑟 ො𝜌 ෠𝑄 = ෠𝑄

그러면일반적으로다음이성립합니다.



폰노이만엔트로피 von Neumann entropy

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

𝑆𝑣𝑁 ≡ −𝑡𝑟 ො𝜌 ln ො𝜌 = −෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛

폰노이만은다음과같은방법으로엔트로피를정의했습니다.



폰노이만엔트로피 von Neumann entropy

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

𝑆𝑣𝑁 ≡ −𝑡𝑟 ො𝜌 ln ො𝜌 = −෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛

폰노이만은다음과같은방법으로엔트로피를정의했습니다.

이것은섀넌Shannon이정의한정보information의기댓값과도같습니다.

𝐼𝑛 ≡ − ln 𝑝𝑛



존 폰 노이만 클로드 섀넌



정보란?

확률이낮을수록정보의양도증가합니다.

𝐼𝑛 ≡ − ln𝑝𝑛



양자역학에서통계역학으로

폰노이만엔트로피의최대값은모든상태가같은확률을가질때
얻어진다는것을보일수있습니다.

즉, 𝑝𝑛 = 1/𝑁을요청합니다. 이때우리는최대의엔트로피, 즉
볼츠만엔트로피Boltzmann entropy를얻게됩니다.

−෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛 = ln𝑁 ≡ 𝑆𝐵



양자역학에서통계역학으로

폰노이만엔트로피의최대값은모든상태가같은확률을가질때
얻어진다는것을보일수있습니다.

즉, 𝑝𝑛 = 1/𝑁을요청합니다. 이때우리는최대의엔트로피, 즉
볼츠만엔트로피Boltzmann entropy를얻게됩니다.

−෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛 = ln𝑁 ≡ 𝑆𝐵

통계역학및열역학의이론적기초가
여기에서부터시작됩니다.



양자역학에서통계역학으로

유니터리변환의경우폰노이만엔트로피는변하지않습니다.

그러나열역학적시스템에서볼츠만엔트로피는
증가할수있습니다.

𝛿𝑆𝑣𝑁 = 0

𝛿𝑆𝐵 ≥ 0



양자역학에서통계역학으로

유니터리변환의경우폰노이만엔트로피는변하지않습니다.

그러나열역학적시스템에서볼츠만엔트로피는
증가할수있습니다.

𝛿𝑆𝑣𝑁 = 0

𝛿𝑆𝐵 ≥ 0

이것은정보의손실또는파동함수의붕괴가일어나는경우에
일어납니다. 통계역학적가정(최대엔트로피의가정)도

이와같은맥락에서이해할수있습니다.



그러면과연자연에는
비유니터리한과정이존재할까요?



감사합니다


