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3차원양자역학



비상대론적양자역학의슈뢰딩거방정식

−
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 Ψ = 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ



3차원에서 라플라시안Laplacian 연산자를 나타내 봅시다.



구면좌표계

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜙

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜙

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃



구면좌표계에서 벡터의 표현

𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

𝑑𝑟
𝑟𝑑𝜃

𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜙



구면좌표계에서 벡터의 표현

𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑧

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

𝑑𝑟
𝑟𝑑𝜃

𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜙

≡ 𝑇

𝑇𝑇𝑇 = 𝐼



구면좌표계에서 벡터의 표현

Ƹ𝑖
Ƹ𝑗
෠𝑘

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

Ƹ𝑟
መ𝜃
෠𝜙

≡ 𝑇

𝑇𝑇𝑇 = 𝐼



구면좌표계에서 벡터의 표현

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧

=
sin 𝜃 cos𝜙 cos 𝜃 cos𝜙 − sin𝜙
sin 𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 sin𝜙 cos𝜙
cos 𝜃 − sin 𝜃 0

𝜕

𝜕𝑟
𝜕

𝑟𝜕𝜃
𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙≡ 𝑇

𝑇𝑇𝑇 = 𝐼



미분연산자

𝛻 = Ƹ𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ ෠𝜃

𝜕

𝑟𝜕𝜃
+ ෠𝜙

𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙



미분연산자

𝛻 = Ƹ𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ ෠𝜃

𝜕

𝑟𝜕𝜃
+ ෠𝜙

𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙

𝛻 ∙
Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

መ𝜃

𝑟 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

෠𝜙

𝑟
= 0



미분연산자

𝛻 = Ƹ𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ ෠𝜃

𝜕

𝑟𝜕𝜃
+ ෠𝜙

𝜕

𝑟 sin 𝜃 𝜕𝜙

𝛻 ∙ 𝛻 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

𝛻 ∙
Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

መ𝜃

𝑟 sin 𝜃
= 𝛻 ∙

෠𝜙

𝑟
= 0



구면좌표계에서슈뢰딩거방정식을풀어봅시다.

−
ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 Ψ = 𝐸Ψ



슈뢰딩거방정식을푸는과정



슈뢰딩거방정식을푸는과정

0. 변수분리

1. 일반해찾기

2. 경계조건부여

3. 규격화조건

4. 정규직교조건을만족하는기저함수구성

5. 일반적인해를기저함수의중첩으로표현

6. 초기조건을대입해서계수를확정



0. 변수분리
separation of variables

Ψ(𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝑡) = 𝑅 𝑟 𝑌(𝜃, 𝜙)𝑇(𝑡)



변수별방정식

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜙

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜙

𝜕𝜙2
= −ℓ ℓ + 1 𝑌 𝜃, 𝜙

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

각도방향

반지름방향



반지름방향방정식

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

반지름방향

𝑢 𝑟 = 𝑟𝑅(𝑟)로 변수 치환을 하면 다음과 같이 간단해집니다.

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢 𝑟

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢(𝑟) = 𝐸𝑢(𝑟)



반지름방향방정식

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

반지름방향

𝑢 𝑟 = 𝑟𝑅(𝑟)로 변수 치환을 하면 다음과 같이 간단해집니다.

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢 𝑟

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢(𝑟) = 𝐸𝑢(𝑟)

구심력 항을 포함한 유효 퍼텐셜 effective potential



각도방향의변수분리

𝑑2Φ(𝜙)

𝑑𝜙2
+𝑚2Φ(𝜙) = 0

sin 𝜃
𝑑

𝑑𝜃
sin 𝜃

𝑑Θ 𝜃

𝑑𝜃
+ ℓ ℓ + 1 sin2 𝜃 −𝑚2 Θ 𝜃 = 0

𝜙−방향

𝜃−방향



1. 일반해찾기
general solution

𝜓 𝑥 = 𝐴𝜓1 + 𝐵𝜓2



2. 경계조건부여
boundary conditions

𝜓𝑛 𝑥 = 𝐴𝜓1𝑛 + 𝐵𝜓2



각도방향의해

𝑑2Φ(𝜙)

𝑑𝜙2
+𝑚2Φ(𝜙) = 0

𝜙−방향

Φ 𝜙 = 𝑒±𝑖𝑚𝜙

각도방향의대칭성때문에, 𝑚은정수가되어야합니다.



각도방향의해

sin 𝜃
𝑑

𝑑𝜃
sin 𝜃

𝑑Θ 𝜃

𝑑𝜃
+ ℓ ℓ + 1 sin2 𝜃 − 𝑚2 Θ 𝜃 = 0

𝜃−방향

1 − 𝑥2
𝑑2Θ

𝑑𝑥2
− 2𝑥

𝑑Θ

𝑑𝑥
+ ℓ ℓ + 1 −

𝑚2

1 − 𝑥2
Θ = 0

𝑥 = cos 𝜃로 변수 치환을 합니다.

이 방정식은 연관 르장드르 방정식associated Legendre equation이됩니다.



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 1.  파라미터가큰경우의해석적해를찾고, 경계조건을생각한다.



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 2.  (적당한변수선택뒤) 프로베니우스방법을사용해서

무한급수형태로전개한다.



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 3.  다시한번규격화가능성을검토하고, 경우에따라

유한차수다항식으로제한한다.



르장드르다항식



3. 규격화조건
normalization

𝜓𝑛 𝑥 = 𝐴(𝑛)𝜓1𝑛



구면조화함수 spherical harmonics

𝑌𝑚
ℓ 𝜃,𝜙 = 𝜖

2ℓ + 1

4𝜋

ℓ − 𝑚 !

ℓ + 𝑚 !
𝑒𝑖𝑚𝜙𝑃ℓ

𝑚 cos 𝜃



반지름방향의방정식을풀어봅시다.



반지름방향방정식

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

반지름방향

𝑢 𝑟 = 𝑟𝑅(𝑟)로 변수 치환을 하면 다음과 같이 간단해집니다.

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢 𝑟

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢(𝑟) = 𝐸𝑢(𝑟)

구심력 항을 포함한 유효 퍼텐셜 effective potential



반지름방향방정식

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

반지름방향

한 번 더 𝜌 ≡ 𝜅𝑟로 변수 치환을 하면 다음과 같이 정리됩니다.

𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
= 1 −

𝜌0
𝜌
+
ℓ ℓ + 1

𝜌2
𝑢(𝜌)

속박 상태에서 𝜅 ≡ −2𝑚𝐸/ℏ 및 𝜌0 ≡
𝑚𝑒2

2𝜋𝜀0ℏ2𝜅
으로 정의할 수 있습니다.



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 1.  파라미터가큰경우의해석적해를찾고, 경계조건을생각한다.



반지름방향방정식

𝜌 → ∞일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃ 𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌



반지름방향방정식

𝜌 → ∞일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃ 𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌



반지름방향방정식

𝜌 → ∞일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃ 𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌

𝜌 → 0일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃
ℓ(ℓ + 1)

𝜌2
𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐶𝜌ℓ+1 + 𝐷𝜌−ℓ



반지름방향방정식

𝜌 → ∞일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃ 𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌

𝜌 → 0일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃
ℓ(ℓ + 1)

𝜌2
𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐶𝜌ℓ+1 + 𝐷𝜌−ℓ



반지름방향방정식

𝜌 → ∞일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃ 𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌

𝜌 → 0일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃
ℓ(ℓ + 1)

𝜌2
𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐶𝜌ℓ+1 + 𝐷𝜌−ℓ

𝑢(𝜌) = 𝜌ℓ+1𝑒−𝜌𝑣(𝜌)와 같이 함수를 다시 정의해서 방정식을 써 봅시다.



반지름방향방정식

𝜌 → ∞일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃ 𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐴𝑒−𝜌 + 𝐵𝑒+𝜌

𝜌 → 0일 때
𝑑2𝑢 𝜌

𝑑𝜌2
≃
ℓ(ℓ + 1)

𝜌2
𝑢 𝜌 → 𝑢 = 𝐶𝜌ℓ+1 + 𝐷𝜌−ℓ

𝑢(𝜌) = 𝜌ℓ+1𝑒−𝜌𝑣(𝜌)와 같이 함수를 다시 정의해서 방정식을 써 봅시다.

𝜌𝑣′′ + 2 ℓ + 1 − 𝜌 𝑣′ + 𝜌0 − 2 ℓ + 1 𝑣 = 0



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 2.  (적당한변수선택뒤) 프로베니우스방법을사용해서

무한급수형태로전개한다.



반지름방향방정식

𝜌𝑣′′ + 2 ℓ + 1 − 𝜌 𝑣′ + 𝜌0 − 2 ℓ + 1 𝑣 = 0

𝑣 =෍

𝑗=0

∞

𝑐𝑗𝜌
𝑗 → 𝑐𝑗+1 =

2 𝑗 + ℓ + 1 − 𝜌0
(𝑗 + 1)(𝑗 + 2ℓ + 2)

𝑐𝑗



복잡한방정식의일반해를해석적으로푸는방법

STEP 3.  다시한번규격화가능성을검토하고, 경우에따라

유한차수다항식으로제한한다.



반지름방향방정식

𝜌𝑣′′ + 2 ℓ + 1 − 𝜌 𝑣′ + 𝜌0 − 2 ℓ + 1 𝑣 = 0

𝑣 =෍

𝑗=0

∞

𝑐𝑗𝜌
𝑗 → 𝑐𝑗+1 =

2 𝑗 + ℓ + 1 − 𝜌0
(𝑗 + 1)(𝑗 + 2ℓ + 2)

𝑐𝑗

𝑗 ≫ 1인 경우 𝑣~𝑒2𝜌가 되므로 발산하게 됩니다.

따라서 유한한 차수의 다항식(연관 라게르 다항식 𝐿𝑛−ℓ−1
2ℓ+1 )만 허용됩니다.



반지름방향방정식

𝜌𝑣′′ + 2 ℓ + 1 − 𝜌 𝑣′ + 𝜌0 − 2 ℓ + 1 𝑣 = 0

𝑣 =෍

𝑗=0

∞

𝑐𝑗𝜌
𝑗 → 𝑐𝑗+1 =

2 𝑗 + ℓ + 1 − 𝜌0
(𝑗 + 1)(𝑗 + 2ℓ + 2)

𝑐𝑗

𝑗 ≫ 1인 경우 𝑣~𝑒2𝜌가 되므로 발산하게 됩니다.

따라서 유한한 차수의 다항식(연관 라게르 다항식 𝐿𝑛−ℓ−1
2ℓ+1 )만 허용됩니다.

2 𝑗𝑚𝑎𝑥 + ℓ + 1 − 𝜌0 = 0 → 𝑗𝑚𝑎𝑥 + ℓ + 1 ≡ 𝑛

𝜌0 = 2𝑛



에너지의양자화

𝐸 = −
ℏ2

2𝑚
𝜅2 = −

ℏ2

2𝑚

𝑚𝑒2

2𝜋𝜀0ℏ
2𝜌0

2

= −
ℏ2

2𝑚

𝑚𝑒2

2𝜋𝜀0ℏ
2(2𝑛)

2

이 결과는 보어 모델에서 얻은 에너지의 결과와 같습니다.

= −
𝑚𝑐2𝛼2

2𝑛2
= −

𝐸1
𝑛2

𝛼 ≡
𝑒2

4𝜋𝜀0ℏ𝑐
: 미세구조상수





리드베리공식도다시얻을수있습니다.

리드베리공식

1

𝜆
= 𝑅𝑍2

1

𝑛1
2 −

1

𝑛2
2



수소원자의파동함수

𝜓𝑛ℓ𝑚 =
2

𝑛𝑎

3
𝑛 − ℓ − 1 !

2𝑛[ 𝑛 + 1 !]3
𝑒−

𝑟
𝑛𝑎

2𝑟

𝑛𝑎

ℓ

𝐿𝑛−ℓ−1
2ℓ+1 2𝑟

𝑛𝑎
𝑌ℓ
𝑚(𝜃, 𝜙)

𝑛 = 1, 2, 3, …

ℓ = 0, 1, 2, … , 𝑛 − 1 즉, 𝑛개

𝑚 = −ℓ,−ℓ + 1, … , 0, … , +ℓ 즉, 각 ℓ에 대해 2ℓ + 1개

따라서, 각 𝑛에 대해 허용되는 (ℓ,𝑚)은 𝑛2개 입니다.

𝑎 ≡ 4𝜋𝜀0ℏ
2/𝑚𝑒2: 보어 반지름 Bohr radius



수소원자의파동함수



에너지의양자화

디랙 방정식을 풀어서 상대론적 효과를 고려하면 다음과 같습니다.

𝐸 = 𝑚𝑐2 1 +
𝛼

𝑛 − 𝑗 +
1
2 + 𝑗 +

1
2

2

− 𝛼2

2 −
1
2

≃ 𝑚𝑐2 −
𝐸1
𝑛2

1 +
𝛼2

𝑛2
𝑛

𝑗 +
1
2

−
3

4
+ 𝑂(𝛼4)

상대론적보정 + 스핀-궤도결합

𝛼 ≡
𝑒2

4𝜋𝜀0ℏ𝑐
: 미세구조상수

정지에너지



각운동량과연산자방법



증명하고자하는것의요약

연산자들이다음과같은관계를갖는다고합시다.

𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘



증명하고자하는것의요약

연산자들이다음과같은관계를갖는다고합시다.

𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

그러면이연산자들에대응되는상태는 𝐿2와 𝐿𝑧의고유상태로
표현될수있으며, 다음과같이표현됩니다.

𝐿2| ۧℓ,𝑚 = ℏ2ℓ(ℓ + 1)| ۧℓ,𝑚

𝐿𝑧| ۧℓ,𝑚 = ℏ𝑚| ۧℓ,𝑚



증명하고자하는것의요약

연산자들이다음과같은관계를갖는다고합시다.

𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

그러면이연산자들에대응되는상태는 𝐿2와 𝐿𝑧의고유상태로
표현될수있으며, 다음과같이표현됩니다.

𝐿2| ۧℓ,𝑚 = ℏ2ℓ(ℓ + 1)| ۧℓ,𝑚

𝐿𝑧| ۧℓ,𝑚 = ℏ𝑚| ۧℓ,𝑚

여기에서 ℓ은정수또는반정수이며,
𝑚은−ℓ에서 ℓ사이의정수또는반정수가됩니다.



각운동량의연산자관계

𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

𝐿2 ≡ 𝐿𝑥
2 + 𝐿𝑦

2 + 𝐿𝑧
2

𝐿± ≡ 𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦

𝐿2, 𝐿 = 𝐿2, 𝐿± = 0

𝐿𝑧, 𝐿± = ±ℏ𝐿±

𝐿±𝐿∓ = 𝐿2 − 𝐿𝑧
2 ± ℏ𝐿𝑧



෠𝐻 =
1

2𝑚
𝑝2 + 𝑚𝜔𝑥 2

= ℏ𝜔 𝑎+𝑎− +
1

2(𝑎+)
∗= 𝑎−

[𝑎−, 𝑎+] = 1

[ ෡𝐻, 𝑎±] = ±ℏ𝜔𝑎± ෡𝐻(𝑎±𝜓) = (𝐸 ± ℏ𝜔)(𝑎±𝜓)



෠𝐻 =
1

2𝑚
𝑝2 + 𝑚𝜔𝑥 2

= ℏ𝜔 𝑎+𝑎− +
1

2
생성 연산자

creation operator
소멸 연산자
annihilation operator

෡𝐻(𝑎±𝜓) = (𝐸 ± ℏ𝜔)(𝑎±𝜓)



각운동량의생성/소멸연산자

𝐿𝑧𝜓 = 𝜇𝜓 및 𝐿2𝜓 = 𝜆𝜓라고 하면,

𝐿2 𝐿±𝜓 = 𝜆 𝐿±𝜓

𝐿𝑧 𝐿±𝜓 = (𝜇 ± ℏ) 𝐿±𝜓

이 되므로, 𝐿±은 𝐿2의 고윳값은 그대로 두고 𝐿𝑧의 상태만

올리거나 내리게 됩니다.



𝐿−𝜓𝑏 = 0

𝜓𝑏+1 ∝ 𝐿+𝜓𝑏

𝜓𝑏+2 ∝ (𝐿+)
2𝜓𝑏

…

𝐿+𝜓𝑡 = 0

𝐿±𝜓ℓ𝑚 = ℏ (ℓ ∓ 𝑚)(ℓ ± 𝑚 + 1)𝜓ℓ𝑚±1

→ 𝜓𝑡과 𝜓𝑏이 존재해야 함



𝐿−𝜓𝑏 = 0

𝜓𝑏+1 ∝ 𝐿+𝜓𝑏

𝜓𝑏+2 ∝ (𝐿+)
2𝜓𝑏

…

𝐿+𝜓𝑡 = 0

𝐿𝑧𝜓𝑡 = ℏℓ𝜓𝑡

𝐿2𝜓𝑡 = 𝜆𝜓𝑡

𝐿2𝜓𝑡 = ℏ2ℓ(ℓ + 1)𝜓𝑡

→ 𝜓𝑡과 𝜓𝑏이 존재해야 함

𝐿±𝜓ℓ𝑚 = ℏ (ℓ ∓ 𝑚)(ℓ ± 𝑚 + 1)𝜓ℓ𝑚±1



𝐿−𝜓𝑏 = 0

𝜓𝑏+1 ∝ 𝐿+𝜓𝑏

𝜓𝑏+2 ∝ (𝐿+)
2𝜓𝑏

…

𝐿+𝜓𝑡 = 0

𝐿𝑧𝜓𝑏 = ℏതℓ𝜓𝑏

𝐿2𝜓𝑏 = 𝜆𝜓𝑏

𝐿2𝜓𝑏 = ℏ2തℓ(തℓ − 1)𝜓𝑏

→ 𝜓𝑡과 𝜓𝑏이 존재해야 함

𝐿±𝜓ℓ𝑚 = ℏ (ℓ ∓ 𝑚)(ℓ ± 𝑚 + 1)𝜓ℓ𝑚±1



따라서정합성을위해다음이요청됩니다.

𝐿2의 고유상태는 𝐿±에 대해 변하지 않으므로,

തℓ തℓ − 1 = ℓ(ℓ + 1)

따라서 തℓ = −ℓ이고, 𝐿±은 정수번 가해질 수 있으므로,

ℓ은 정수 또는 반정수가 되어야 합니다.



연산자들이다음과같은관계를갖는다고합시다.

𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

그러면이연산자들에대응되는상태는 𝐿2와 𝐿𝑧의고유상태로
표현될수있으며, 다음과같이표현됩니다.

𝐿2| ۧℓ,𝑚 = ℏ2ℓ(ℓ + 1)| ۧℓ,𝑚

𝐿𝑧| ۧℓ,𝑚 = ℏ𝑚| ۧℓ,𝑚

여기에서 ℓ은정수또는반정수이며,
𝑚은−ℓ에서 ℓ사이의정수또는반정수가됩니다.



각운동량연산자를구면좌표계로다시나타내면, 다음과같습니다.

𝐿2 = −ℏ2
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

𝐿𝑧 =
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝜙



변수별방정식

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin𝜃

𝜕𝑌 𝜃, 𝜙

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝑌 𝜃, 𝜙

𝜕𝜙2
= −ℓ ℓ + 1 𝑌 𝜃, 𝜙

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2

𝑑𝑅 𝑟

𝑑𝑟
+ 𝑉 𝑟 − 𝐸 𝑅(𝑟) = −

ℏ2

2𝑚

1

𝑟2
ℓ ℓ + 1 𝑅(𝑟)

각도방향

반지름방향



각운동량연산자를구면좌표계로다시나타내면, 다음과같습니다.

따라서구면조화함수는두연산자의고유상태가됩니다.

𝐿2 = −ℏ2
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

𝐿𝑧 =
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝜙



좀더일반적인각운동량

𝐿𝑖 , 𝐿𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

로렌츠대칭성이존재하는시공간에서,
위와같은수학적성질을가지는연산자가정의될수있습니다.

일반적으로각운동량은정수또는반정수의
고윳값을가질수있습니다.

우리는스핀을통해서반정수의고윳값을가지는
각운동량에대해서알아볼수있습니다.



이번에는각운동량이반정수가되는예를찾아봅시다.



다음과같은연산자를생각합시다.

𝑆𝑖 , 𝑆𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝑆𝑘



다음과같은연산자를생각합시다.

𝑆𝑖 , 𝑆𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝑆𝑘

그리고이연산자들에대응되는상태를 𝑆2와 𝑆𝑧의고유상태로
표현할수있다고합시다.

𝑆2| ۧ𝑠,𝑚 = ℏ2𝑠(𝑠 + 1)| ۧ𝑠,𝑚

𝑆𝑧| ۧ𝑠,𝑚 = ℏ𝑚| ۧ𝑠,𝑚

𝑆±| ۧ𝑠,𝑚 = ℏ 𝑠 𝑠 + 1 −𝑚(𝑚 ± 1)| ۧ𝑠,𝑚 ± 1



다음과같은연산자를생각합시다.

𝑆𝑖 , 𝑆𝑗 = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝑆𝑘

그리고이연산자들에대응되는상태를 𝑆2와 𝑆𝑧의고유상태로
표현할수있다고합시다.

𝑆2| ۧ𝑠,𝑚 = ℏ2𝑠(𝑠 + 1)| ۧ𝑠,𝑚

𝑠가반정수가되려면
𝑆𝑖는어떤연산자가되어야할까요?

𝑆±| ۧ𝑠,𝑚 = ℏ 𝑠 𝑠 + 1 −𝑚(𝑚 ± 1)| ۧ𝑠,𝑚 ± 1

𝑆𝑧| ۧ𝑠,𝑚 = ℏ𝑚| ۧ𝑠,𝑚



𝑠 =
1

2
인경우

𝜒 =
𝑎

𝑏
= 𝑎𝜒+ + 𝑏𝜒−

𝑚=
1

2
또는𝑚 =−

1

2
만이가능하므로

다음과같이상태를표현할수있습니다.

𝜒+ =
1

0
𝜒− =

0

1
|𝑎|2 + |𝑏|2 = 1



𝑠 =
1

2
인경우

주어진기저로표현되는고유상태는다음과같습니다.

𝑆2𝜒+ =
3

4
ℏ2𝜒+

𝑆2𝜒− =
3

4
ℏ2𝜒−

∴ 𝑆2 =
3

4
ℏ2

1 0
0 1



𝑠 =
1

2
인경우

주어진기저로표현되는고유상태는다음과같습니다.

𝑆𝑧𝜒+ =
1

2
ℏ𝜒+

𝑆𝑧𝜒− = −
1

2
ℏ𝜒−

∴ 𝑆𝑧 =
1

2
ℏ

1 0
0 −1



𝑠 =
1

2
인경우

사다리연산자를사용해한가지조건을더구합니다.

𝑆+𝜒− = ℏ𝜒+
𝑆−𝜒+ = ℏ𝜒−

∴ 𝑆+ = ℏ
0 1
0 0

𝑆− = ℏ
0 0
1 0

𝑆+𝜒+ = 𝑆−𝜒− = 0



𝑠 =
1

2
인경우

𝑆± = 𝑆𝑥 ±𝑖𝑆𝑦이므로 𝑆𝑥및 𝑆𝑦를구할수있습니다.

∴ 𝑆𝑥 =
ℏ

2
0 1
1 0

𝑆𝑦 =
ℏ

2
0 −𝑖
𝑖 0



𝑠 =
1

2
인경우

파울리스핀행렬을사용하면 𝑆 =
ℏ

2
𝜎와같이표현됩니다.

𝜎𝑥 =
0 1
1 0

𝜎𝑦 =
0 −𝑖
𝑖 0

𝜎𝑧 =
1 0
0 −1



𝑧-축만대각화되어있는이유?

우리가다른방향에대해스핀을측정하면 𝑧-축을기준으로

잡은기저를변경해주어야합니다.

𝑆𝑥𝜒 = 𝜆𝜒



𝑧-축만대각화되어있는이유?

우리가다른방향에대해스핀을측정하면 𝑧-축을기준으로

잡은기저를변경해주어야합니다.

𝑆𝑥𝜒 = 𝜆𝜒

𝜆 = ±
ℏ

2

𝜒+ =
1/ 2

1/ 2
𝜒− =

1/ 2

−1/ 2



스핀이정수인경우

spin 0: 스칼라장 예:힉스장

spin 1: 벡터장 예:광자,위크게이지보존,글루온

spin 2: 텐서장 예:중력자

이런입자들을보존Boson이라고합니다.



스핀이반정수인경우

spin 1/2: 예:전자,쿼크,중성미자,…

spin 3/2: 예:다양한쿼크들이합성된상태 (Δ입자등)

…

이런입자들을페르미온Fermion이라고합니다.



스핀을스핀이라고부르는이유?



전하를가진입자가회전을하면자기장이생깁니다.

Ԧ𝜇 = 𝛾 Ԧ𝑆



스핀은외부자기장과상호작용을하게됩니다.

𝐻 = − Ԧ𝜇 ∙ 𝐵



라모세차운동 Larmor precession

𝑧-축방향으로균일한자기장𝐵 = 𝐵0 መ𝑘을걸어주면

스핀의업과다운상태가서로다른에너지를가지게됩니다.

𝐸± =∓
𝛾𝐵0ℏ

2



라모세차운동 Larmor precession

𝑧-축방향으로균일한자기장𝐵 = 𝐵0 መ𝑘을걸어주면

스핀의업과다운상태가서로다른에너지를가지게됩니다.

𝐸± =∓
𝛾𝐵0ℏ

2

이러한에너지차이에의해스핀의각성분의기댓값이

세차운동을하게됩니다.

𝑆𝑥 =
ℏ

2
sin𝛼cos𝛾𝐵0𝑡 𝑆𝑦 =−

ℏ

2
sin𝛼sin𝛾𝐵0𝑡 𝑆𝑧 =

ℏ

2
cos𝛼



자기공명영상
Magnetic Resonance Imaging



슈테른-게를라흐실험 Stern-Gerlach experiment



슈테른-게를라흐실험 Stern-Gerlach experiment

이번에는다음과같이불균일한자기장을걸어줍니다.

𝐵 =−𝛼𝑥 Ƹ𝑖 + 𝐵0+𝛼𝑧 መ𝑘
그러면 𝑥-방향으로는세차운동을하므로평균값은 0이됩니다.

그러나 𝑧-방향으로는알짜힘이작용하게됩니다.



슈테른-게를라흐실험 Stern-Gerlach experiment

Ԧ𝐹 = 𝛻 Ԧ𝜇 ∙ Ԧ𝐵 = 𝛾𝛼 −𝑆𝑥 Ƹ𝑖 + 𝑆𝑧 መ𝑘

따라서고전적인예상과는다르게
업또는다운의두영역으로입자들의경로가나뉘게됩니다.



각운동량의덧셈



𝑠 =
1

2
인입자두개가있을때

우리는다음과같은연산자의고유상태를구하고자합니다.

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2



𝑠 =
1

2
인입자두개가있을때

𝑆의가능한고유상태는다음과같습니다.

| ۧ1,1 | ۧ1,0 | ۧ1, −1 | ۧ0,0



𝑠 =
1

2
인입자두개가있을때

𝑆의가능한고유상태는다음과같습니다.

위의상태들을두개의입자로어떻게표현할수있을까요?

| ඀
1

2

1

2
;
1

2

1

2
| ඀
1

2

1

2
;
1

2
−

1

2
| ඀
1

2
−

1

2
;
1

2

1

2
| ඀
1

2
−

1

2
;
1

2
−

1

2

| ۧ1,1 | ۧ1,0 | ۧ1, −1 | ۧ0,0



𝑠 =
1

2
인입자두개가있을때

𝑆의가능한고유상태는다음과같습니다.

| ۧ1,1 | ۧ1,0 | ۧ1, −1 | ۧ0,0

위의상태들을두개의입자로어떻게표현할수있을까요?

| ۧ↑↑ | ۧ↑↓ | ۧ↓↑ | ۧ↓↓



𝑠 =
1

2
인입자두개가있을때

먼저 | ۧ1,1 은다음과같습니다.

| ۧ1,1 = | ۧ↑↑



𝑠 =
1

2
인입자두개가있을때

먼저 | ۧ1,1 은다음과같습니다.

| ۧ1,1 = | ۧ↑↑

여기에사다리연산자를계속작용합니다.

| ۧ1,0 =
1

2
(| ۧ↑↓ + ۧ↓↑

| ۧ1, −1 = | ۧ↓↓



𝑠 =
1

2
인입자두개가있을때

마지막으로 | ۧ0,0 을구하기위해앞의세벡터와수직인다른

벡터를찾습니다.

| ۧ0,0 =
1

2
(| ۧ↑↓ − ۧ↓↑



일반적인경우

다음과같은클렙쉬-고던 Clebsch-Gordon계수를사용해서전개

가됩니다.

| ۧ𝑠,𝑚 = ෍

𝑚1+𝑚2=𝑚

𝑐𝑚1𝑚2𝑚
𝑠1𝑠2𝑠 | ۧ𝑠1𝑚1 | ۧ𝑠2𝑚2



얽힘entanglement이란?



스핀의얽힘 entanglement

다음과같은경우한쪽스핀이업이면다른쪽은다운이고,

그역도성립합니다.즉,한스핀의측정이다른스핀의상태를

결정하게됩니다.

1

2
(| ۧ↑↓ − ۧ↓↑

1

2
(| ۧ↑↓ + ۧ↓↑



스핀의얽힘 entanglement

이때두입자는얽혀있다entangled고합니다.

1

2
(| ۧ↑↓ − ۧ↓↑

1

2
(| ۧ↑↓ + ۧ↓↑



스핀의얽힘 entanglement



스핀의얽힘 entanglement

스핀의얽힘과관련한개념적역설로

EPR (Einstein-Podolsky-Rosen)패러독스라는것이알려져있습니다.

그러나실제로정보가빛의속도보다빠르게이동하거나

양자역학적얽힘을부정하는현상은

실험적으로알려져있지않습니다.



스핀의얽힘 entanglement



밀도행렬

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

ො𝜌 ≡ ۧ|Ψ |Ψۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
2 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ

𝑡𝑟 ො𝜌 ෠𝑄 = ෠𝑄

그러면일반적으로다음이성립합니다.



폰노이만엔트로피 von Neumann entropy

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

𝑆𝑣𝑁 ≡ −𝑡𝑟 ො𝜌 ln ො𝜌 = −෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛

폰노이만은다음과같은방법으로엔트로피를정의했습니다.

이것은섀넌Shannon이정의한정보information의기댓값과도같습니다.

𝐼𝑛 ≡ − ln 𝑝𝑛



밀도행렬의예

| ۧ𝜓 =
1

2
(| ۧ↑↓ + ۧ↓↑

ۧ𝜓 𝜓ۦ =

0 0
0 1/2

0 0
1/2 0

0 1/2
0 0

1/2 0
0 0



입자 2에대한정보만알고싶다면?

| ۧ𝜓 =
1

2
(| ۧ↑↓ + ۧ↓↑

𝜌2 ≡ 𝑇𝑟1 ۧ𝜓 𝜓ۦ = 𝑇𝑟1

0 0
0 1/2

0 0
1/2 0

0 1/2
0 0

1/2 0
0 0

=
1/2 0
0 1/2



얽힘엔트로피 entanglement entropy

𝑆 2 1 = −𝑇𝑟2𝜌2 ln 𝜌2

= ln 2 > 0



우리는같은계산을𝑁개의스핀으로
확장할수있습니다.

B
A

AATrS  logent −=

 AA Tr=

스핀을하나씩빼냅니다.



우리는같은계산을𝑁개의스핀으로
확장할수있습니다.



두개뿐만아니라세개의시스템사이의
얽힘엔트로피도계산할수있습니다.



우리우주는서로얽혀있습니다.
블랙홀의정보손실문제도

얽힘에대한문제이기도합니다.



아하라노프-봄Aharahov-Bohm효과



전자기장에서의입자

전기장및자기장의영향을받는입자는
다음과같은힘에의해운동을합니다.

𝑚 ሷԦ𝑟 = 𝑞 𝐸 + Ԧ𝑣 × 𝐵



전자기장에서의입자

전기장과자기장은
스칼라퍼텐셜과벡터퍼텐셜에의해기술됩니다.

𝑚 ሷԦ𝑟 = 𝑞 𝐸 + Ԧ𝑣 × 𝐵

𝐸 = −∇𝜑 −
𝜕 Ԧ𝐴

𝜕𝑡
𝐵 = ∇ × Ԧ𝐴



전자기장에서의입자

이러한운동방정식은위와같은
라그랑지안으로부터얻을수있습니다.

𝑚 ሷԦ𝑟 = 𝑞 𝐸 + Ԧ𝑣 × 𝐵

𝐿 =
1

2
𝑚 ሶԦ𝑟2 + 𝑞 Ԧ𝑣 ∙ Ԧ𝐴 − 𝑞𝜑



전자기장에서의입자

이라그랑지안에서일반화운동량을구해서
해밀토니안을구하면위와같습니다.

𝐿 =
1

2
𝑚 ሶԦ𝑟2 + 𝑞 Ԧ𝑣 ∙ Ԧ𝐴 − 𝑞𝜑

𝐻 =
1

2𝑚
Ԧ𝑝 − 𝑞 Ԧ𝐴

2
+ 𝑞𝜑



자기장을포함한슈뢰딩거방정식

따라서자기장을포함한슈뢰딩거방정식은다음과같습니다.

1

2𝑚
−𝑖ℏ∇ − 𝑞 Ԧ𝐴

2
+ 𝑞𝜑 Ψ = 𝑖ℏ

𝜕Ψ

𝜕𝑡



자기장을포함한슈뢰딩거방정식

이제전기장은없지만
자기장은어떤영역에존재하는경우를생각해봅시다.

1

2𝑚
−𝑖ℏ∇ − 𝑞 Ԧ𝐴

2
Ψ = 𝑖ℏ

𝜕Ψ

𝜕𝑡



자기장을포함한슈뢰딩거방정식

그러면우리는파동함수를벡터퍼텐셜에의존하는부분과
의존하지않는부분으로나누어쓸수있습니다.

1

2𝑚
−𝑖ℏ∇ − 𝑞 Ԧ𝐴

2
Ψ = 𝑖ℏ

𝜕Ψ

𝜕𝑡

Ψ = 𝑒𝑖
𝑞
ℏ 𝒪׬

𝑟 Ԧ𝐴( Ԧ𝑟′)∙𝑑 Ԧ𝑟′Ψ′



자기장을포함한슈뢰딩거방정식

따라서공간의어떤영역에벡터퍼텐셜이존재한다면,
입자가움직이는경로에따라

위상차가발생한다는것을의미합니다.

1

2𝑚
−𝑖ℏ∇ − 𝑞 Ԧ𝐴

2
Ψ = 𝑖ℏ

𝜕Ψ

𝜕𝑡

Ψ = 𝑒𝑖
𝑞
ℏ 𝒪׬

𝑟 Ԧ𝐴( Ԧ𝑟′)∙𝑑 Ԧ𝑟′Ψ′



아하라노프-봄효과

반지름 𝑎인솔레노이드내부에균일한자기장𝐵가
주어져있다면, 경로에따른위상차는위와같습니다.

위상차 =
𝑞

ℏ
ර Ԧ𝐴(Ԧ𝑟′) ∙ 𝑑 Ԧ𝑟′ =

𝑞

ℏ
Φ

Ԧ𝐴 =
Φ

2𝜋𝑟
෠𝜙 Φ = 𝜋𝑎2𝐵



아하라노프-봄효과

놀라운사실은두입자는자기장을느끼지못한다는점입니다.
오직벡터퍼텐셜만느끼는데에도불구하고
측정할수있는물리적효과를가지게됩니다.

위상차 =
𝑞

ℏ
ර Ԧ𝐴(Ԧ𝑟′) ∙ 𝑑 Ԧ𝑟′ =

𝑞

ℏ
Φ

Ԧ𝐴 =
Φ

2𝜋𝑟
෠𝜙 Φ = 𝜋𝑎2𝐵



따라서고전물리학에서는벡터퍼텐셜자체가
물리적의미를갖지않았지만
양자물리학에서는벡터퍼텐셜이
물리적의미를가질수있습니다.



다른한편, 아하라노프-봄효과는
벡터퍼텐셜의존재를측정할수있는물리적방법을

우리에게제공해주게됩니다.



디랙의자기홀극 magnetic monopole

우리는맥스웰방정식으로부터
자기홀극은존재할수없다는것을알고있습니다.

∇ ∙ 𝐵 = 0

𝐵 = ∇ × Ԧ𝐴



디랙의자기홀극 magnetic monopole

자기력선은나가는것이있다면
반드시들어오는것도있어야합니다.



디랙의자기홀극 magnetic monopole

그러나여기에서한가지전제조건이있다면, 벡터퍼텐셜이
특이점을지니지않는다는것입니다.

∇ ∙ 𝐵 = 0

𝐵 = ∇ × Ԧ𝐴



디랙의자기홀극 magnetic monopole

디랙은 1931년특이점을갖는벡터퍼텐셜을가정함으로써
자기홀극의이론적가능성을생각했습니다.



디랙의자기홀극 magnetic monopole

여기에서특이점이란자기력선이아주좁은공간으로
들어오는곳이라고생각하면됩니다.



디랙의자기홀극 magnetic monopole

자기력선이들어오는좁은공간이엄청나게좁아지게된다면
우리는물리적으로이곳을측정할수없을것입니다.
따라서우리는사실상자기홀극을보는것으로

착각할수도있을것입니다.



하지만디랙은이런거짓말이통할수없다는것을
깨닫게됩니다.

아하라노프-봄효과에의해
자기장을직접볼수는없어도

벡터퍼텐셜의존재를측정할수있기때문입니다.



자기홀극과아하라노프-봄효과

여기에서디랙은마지막가능성을생각합니다.
만일위상차가 2𝜋𝑛이된다면, 아하라노프-봄효과조차도

그존재를파악할수없을것이기때문입니다.

위상차 =
𝑞

ℏ
ර Ԧ𝐴(Ԧ𝑟′) ∙ 𝑑 Ԧ𝑟′ =

𝑞

ℏ
Φ

Ԧ𝐴 =
Φ

2𝜋𝑟
෠𝜙 Φ = 𝜋𝑎2𝐵



자기홀극과아하라노프-봄효과

자기선속Φ는자하magnetic charge 𝑞𝑀에비례하므로

위상차 =
𝑞

ℏ
ර Ԧ𝐴(Ԧ𝑟′) ∙ 𝑑 Ԧ𝑟′ =

𝑞

ℏ
Φ

𝑞𝑞𝑀 ∝ 𝑛

이라는결과를얻게됩니다.



디랙의양자화조건

위상차 =
𝑞

ℏ
ර Ԧ𝐴(Ԧ𝑟′) ∙ 𝑑 Ԧ𝑟′ =

𝑞

ℏ
Φ

𝑞𝑞𝑀 ∝ 𝑛

따라서자하는전하에반비례하고
더나아가서불연속적인값을갖게됩니다.

이것을자기홀극에대한
디랙의양자화조건이라고합니다.



자기홀극은이론적인맥락에서
자연스럽게존재할수있다는것이알려져있습니다.
디랙의양자화조건은자기홀극과관련해서
수학적으로요청되는조건을반영하고있습니다.



한편, 자기홀극은아직까지발견되지않았습니다.
자기홀극이이론적으로는존재해야하지만
실험적으로는발견되지않는다는사실로부터

초기우주론에대한중요한단서를얻을수있습니다.



감사합니다


