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똑같은입자



이제 전자가 두 개 이상 있는 경우를 생각해봅시다.



헬륨 원자

𝐻 = −
ℏ2

2𝑚1
𝛻1
2 −

ℏ2

2𝑚2
𝛻2
2 + 𝑉(𝑟1, 𝑟2, 𝑡)

Ψ(𝑟1, 𝑟2, 𝑡)



헬륨 원자

𝐻 = −
ℏ2

2𝑚
𝛻1
2 −

ℏ2

2𝑚
𝛻2
2 + 𝑉(𝑟1, 𝑟2, 𝑡)

두 입자의 질량과 전하량이 같다면,
이 해밀토니안은 첫 번째 입자와 두 번째 입자의 교환에 대해서 

동일한 형태를 가집니다.
따라서 해밀토니안의 입장에서는

두 입자를 구분할 수 없습니다indistinguishable.



헬륨 원자

𝐻 = −
ℏ2

2𝑚
𝛻1
2 −

ℏ2

2𝑚
𝛻2
2 + 𝑉(𝑟1, 𝑟2, 𝑡)

전자의 상태를 결정하는 방정식은 슈뢰딩거 방정식 뿐입니다.
따라서 슈뢰딩거 방정식에서 두 입자를 구분할 수 없다면,
전 우주에서 두 입자를 구분할 수 있는 방법은 없습니다.

따라서 우리는 두 입자를
같은 입자identical particles로 보아야 합니다.



이름: 빨강이

특징: 빨갛다. 동그랗다.



이름: 빨강이

특징: 빨갛다. 동그랗다.

주관적인 것, 또는 사람들이 합의한 것
지칭된 것

객관적인 것, 실험 및 관측을 통해 얻어진 것
속성이라고 불리는 것





우리는 왼쪽과 오른쪽을 구분할 수 있습니다(distinguishable).
실험 및 측정을 통해서 속성이 다르다는 것을 알 수 있기 때문입니다.



우리는 왼쪽과 오른쪽을 구분할 수 있습니다(distinguishable).
실험 및 측정을 통해서 속성이 다르다는 것을 알 수 있기 때문입니다.

따라서 오른쪽은 빨강이와 같지 않습니다(not identical).



copy-and-paste



오른쪽과왼쪽을 구분할 수 있을까(distinguishable)?



오른쪽과왼쪽을 구분할 수 있을까(distinguishable)?
오른쪽과 왼쪽은 같은 빨강이일까(identical)?



왼쪽과 오른쪽을 우리는 구분할 수 없습니다(indistinguishable).
이 때 우리는 두 가지 의견을 가질 수 있습니다.



첫 번째 의견: 우리는 지칭에 의해서 둘을 구별할 수 있다.

“신성로마제국은신성하지도 않고, 로마에 있지도 않고, 제국도 아닌 어떤 것이다.”
-볼테르/크립키가 재인용 -



바로 이 녀석이 빨강이!



잠깐 불을 껐다가…





????



두 번째 의견: 속성이 같으면 둘은 동일하다.

라이프니츠는 모든 일에는 충분한 이유가 있다고 생각했다.
모든 것은 속성들의 관계에 의해서 완전히 결정된다.



현대 물리학에서는 후자의 견해가
자연을 좀 더 잘 설명해준다고 생각합니다.

즉, 속성이 같으면 동일하다고 가정해야만
설명할 수 있는 자연 현상이 있습니다.

그리고 모든 자연 현상은 속성들의 관계에 의해서
완전히 설명될 수 있다고 생각합니다.



대칭화 조건

𝜓±(𝑟1, 𝑟2) = 𝐴[𝜓𝑎(𝑟1)𝜓𝑏(𝑟2) ± 𝜓𝑏(𝑟1)𝜓𝑎(𝑟2)]

상대론적 효과에 의해
스핀이 정수인 보존Boson은 대칭화(+),

스핀이 반정수인페르미온Fermion은 반대칭화(-)를
요구하게 됩니다.



대칭화 조건

𝜓(Ԧ𝑟)𝜒(𝑠)

대칭화는 입자의 전체 파동함수에 대해서 요청되므로,
스핀의 상태는 대칭(s=1, triplet)일 수도 있고

반대칭(s=0, singlet)일 수도 있습니다.



대칭화 조건의 의미

𝜓±(𝑥1, 𝑥2) =
1

2
[𝜓𝑎(𝑥1)𝜓𝑏(𝑥2) ± 𝜓𝑏(𝑥1)𝜓𝑎(𝑥2)]

위와 같은 두 개의 파동함수를 생각하고,
두 입자를 구분할 수 있는 경우와

두 입자가 동일한 경우
기댓값이 어떻게 달라지는지를 살펴봅시다.

𝜓𝑑(𝑥1, 𝑥2) = 𝜓𝑎(𝑥1)𝜓𝑏(𝑥2)



구분할 수 있는 경우

(𝑥1 − 𝑥2)
2
𝑑 = 𝑥1

2
𝑎
+ 𝑥2

2
𝑏
− 2 𝑥1 𝑎 𝑥2 𝑏

𝜓𝑑(𝑥1, 𝑥2) = 𝜓𝑎(𝑥1)𝜓𝑏(𝑥2)



동일한 경우

(𝑥1 − 𝑥2)
2
± = 𝑥1

2
𝑎
+ 𝑥2

2
𝑏
− 2 𝑥1 𝑎 𝑥2 𝑏

∓| 𝑥 𝑎𝑏|
2

𝜓±(𝑥1, 𝑥2) =
1

2
[𝜓𝑎(𝑥1)𝜓𝑏(𝑥2) ± 𝜓𝑏(𝑥1)𝜓𝑎(𝑥2)]

𝑥 𝑎𝑏 = න𝑥𝜓𝑎
∗𝜓𝑏𝑑𝑥



대칭화 조건의 효과

Δ𝑥2 ± = Δ𝑥2 𝑑 ∓ 2| 𝑥 𝑎𝑏|
2

보존의 경우는 거리가 가까워지려고 하고,
페르미온의 경우는 거리가 멀어지려고 합니다.

거리가 충분히 멀리 떨어져 있으면
구분 가능하다고 생각해도 괜찮습니다.



공유 결합

수소 원자 두 개를 생각해봅시다.
각 전자가 가진 스핀이 반대칭 상태일 때,

전자의 오비탈은 보존처럼 서로 가까워지려고 하게 됩니다.
이 효과에 의해서 수소원자 두 개가

공유결합을 하고 있는 상태가 안정적이게 됩니다.



헬륨 원자

헬륨 원자를 기술하기 위해서는 원자핵과 전자 사이의
중심력 뿐만 아니라 전자들 사이의 반발력도 고려해야 합니다.

𝐻 = −
ℏ2

2𝑚1
𝛻1
2 −

ℏ2

2𝑚2
𝛻2
2 + 𝑉(𝑟1, 𝑟2, 𝑡)



오비탈에 전자를 채우는 방법

특정 (𝑛,ℓ,𝑚)에 대해서 (스핀이 다를 수 있으므로)두 개의 전자가 가능합니다.



오비탈에 전자를 채우는 방법

특정 (𝑛,ℓ,𝑚)에 대해서 (스핀이 다를 수 있으므로)두 개의 전자가 가능합니다.

𝑛 = 1 ⟶ 1 × 2 = 2개    (H, He)
스핀



오비탈에 전자를 채우는 방법

특정 (𝑛,ℓ,𝑚)에 대해서 (스핀이 다를 수 있으므로)두 개의 전자가 가능합니다.

𝑛 = 1 ⟶ 1 × 2 = 2개    (H, He)
스핀

𝑛 = 2 ⟶ 22 × 2 = 8개    (Li ~ Ne)
ℓ = 0   1개
ℓ = 1   3개



오비탈에 전자를 채우는 방법

특정 (𝑛,ℓ,𝑚)에 대해서 (스핀이 다를 수 있으므로)두 개의 전자가 가능합니다.

𝑛 = 1 ⟶ 1 × 2 = 2개    (H, He)
스핀

𝑛 = 2 ⟶ 22 × 2 = 8개    (Li ~ Ne)
ℓ = 0   1개
ℓ = 1   3개

𝑛 = 3 ⟶ 32 × 2 = 18개
ℓ = 0   1개
ℓ = 1   3개

까지는 정상적으로 (Na ~ Ar)



오비탈에 전자를 채우는 방법

특정 (𝑛,ℓ,𝑚)에 대해서 (스핀이 다를 수 있으므로)두 개의 전자가 가능합니다.

𝑛 = 1 ⟶ 1 × 2 = 2개    (H, He)
스핀

𝑛 = 2 ⟶ 22 × 2 = 8개    (Li ~ Ne)
ℓ = 0   1개
ℓ = 1   3개

𝑛 = 3 ⟶ 32 × 2 = 18개
ℓ = 0   1개
ℓ = 1   3개

까지는 정상적으로 (Na ~ Ar)

𝑛 = 3, ℓ = 2 보다 𝑛 = 4, ℓ = 0이 에너지가 더 낮으므로 𝑛 = 4 부터 다시 채우기 시작함.



주기율표



ℓ = 0: s-오비탈

ℓ = 1: p-오비탈

ℓ = 2: d-오비탈

ℓ = 3: f-오비탈

.

.

.

Na:  (1𝑠)2(2𝑠)2(2𝑝)6(3𝑠)1



ℓ = 0: s-오비탈

ℓ = 1: p-오비탈

ℓ = 2: d-오비탈

ℓ = 3: f-오비탈

.

.

.

Na:  (1𝑠)2(2𝑠)2(2𝑝)6(3𝑠)1

𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3



ℓ = 0: s-오비탈

ℓ = 1: p-오비탈

ℓ = 2: d-오비탈

ℓ = 3: f-오비탈

.

.

.

Na:  (1𝑠)2(2𝑠)2(2𝑝)6(3𝑠)1

𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3

ℓ = 0 ℓ = 0 ℓ = 1 ℓ = 0



ℓ = 0: s-오비탈

ℓ = 1: p-오비탈

ℓ = 2: d-오비탈

ℓ = 3: f-오비탈

.

.

.

Na:  (1𝑠)2(2𝑠)2(2𝑝)6(3𝑠)1

𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3

ℓ = 0 ℓ = 0 ℓ = 1 ℓ = 0

(2ℓ + 1) × 2개
까지 가능



양자역학으로부터 원자의 구조를 이해하게 되어,
다양한 자연 현상들을 설명할 수 있게 됩니다.



파울리의 배타원리와 페르미 압력



상자에 전자를 채우기

위와 같은 3차원 상자에 전자를 채운다고 합시다.
양자화 조건에 의해서, 다음 조건이 요구됩니다.

𝑘𝑖ℓ𝑖 = 𝑛𝑖𝜋

ℓ𝑥
ℓ𝑦

ℓ𝑧



이제 𝑘-공간에서 어떤 일이 일어나는지를 알아봅시다.

전자는 에너지가 낮은 곳을 선호하므로 작은 𝑘를선호합니다.
그러나 파울리의 배타원리에 의해

같은 𝑘에 입자를 쌓아둘 수는 없게 됩니다.

ℓ𝑥
ℓ𝑦

ℓ𝑧



전자는 다음과 같은 규칙으로 𝑘-공간을 채워나가게 됩니다.

𝑘𝐹 :𝑘-공간의 바깥 반지름

𝑁 :입자의 수

𝑞 :입자 당 가지고 있는 전자의 수

𝜋3/𝑉 :𝑘𝑥𝑘𝑦𝑘𝑧단위 블록의 부피

1

8

4

3
𝜋𝑘𝐹

3 =
𝑁𝑞

2

𝜋3

𝑉



전자는 다음과 같은 규칙으로 𝑘-공간을 채워나가게 됩니다.

𝑘𝐹 :𝑘-공간의 바깥 반지름

𝑁 :입자의 수

𝑞 :입자 당 가지고 있는 전자의 수

𝜋3/𝑉 :𝑘𝑥𝑘𝑦𝑘𝑧단위 블록의 부피

1

8

4

3
𝜋𝑘𝐹

3 =
𝑁𝑞

2

𝜋3

𝑉
𝑘-공간에서 𝑘𝑖 > 0인 영역 스핀 업과 다운



전자는 다음과 같은 규칙으로 𝑘-공간을 채워나가게 됩니다.

𝑘𝐹 :𝑘-공간의 바깥 반지름

𝑁 :입자의 수

𝑞 :입자 당 가지고 있는 전자의 수

𝜋3/𝑉 :𝑘𝑥𝑘𝑦𝑘𝑧단위 블록의 부피

1

8

4

3
𝜋𝑘𝐹

3 =
𝑁𝑞

2

𝜋3

𝑉
𝑘-공간에서 𝑘𝑖 > 0인 영역 스핀 업과 다운

𝑘𝐹: 페르미 면 surface

𝐸𝐹: 페르미 에너지



페르미 에너지는 전자가 가질 수 있는 가장 높은 에너지를 말합니다.
이 번에는 전자의 총 에너지를 구해봅시다.

𝑑𝐸 = 𝑑𝑘껍질안에포함되는전자수 ×
ℏ2

2𝑚
𝑘2



페르미 에너지는 전자가 가질 수 있는 가장 높은 에너지를 말합니다.
이 번에는 전자의 총 에너지를 구해봅시다.

𝑑𝑘껍질안에포함되는전자수 =
(𝑑𝑘껍질의부피)

(전자 1개당차지하는부피)

=

1
8 4𝜋𝑘2 𝑑𝑘

1
2
𝜋3

𝑉

𝑑𝐸 = 𝑑𝑘껍질안에포함되는전자수 ×
ℏ2

2𝑚
𝑘2



적분을 하면 다음과 같습니다.

𝐸 =
ℏ2

10𝜋2𝑚
3𝜋2𝑁𝑞 5/3𝑉−2/3



이것을 사용해서 압력도 구할 수 있습니다.

𝐸 =
ℏ2

10𝜋2𝑚
3𝜋2𝑁𝑞 5/3𝑉−2/3

𝑝 = −
𝜕𝐸

𝜕𝑉
∝ 𝑉−5/3

즉페르미온은 압축을 할 때 압력이 생깁니다.
이것을 축퇴압degeneracy pressure이라고 부르고
물체가 단단함을 갖는 이유가 됩니다.



중력과 전자의 축퇴압이 평형을 이루게 된다면 어떻게 될까요?



중력과 전자의 축퇴압이 평형을 이루게 된다면 어떻게 될까요?

𝐸𝑑𝑒𝑔 = 𝐴𝑅−2

𝐸𝑔𝑟𝑎𝑣 = −𝐵𝑅−1

𝑉 =
4

3
𝜋𝑅3



중력과 전자의 축퇴압이 평형을 이루게 된다면 어떻게 될까요?

𝐸𝑑𝑒𝑔 = 𝐴𝑅−2

𝐸𝑔𝑟𝑎𝑣 = −𝐵𝑅−1

중력과 축퇴압이 평형을 이루는 경우를
백색 왜성white dwarf라고 합니다.

𝑉 =
4

3
𝜋𝑅3



중력이 좀 더 강해지면 상대론적으로 (𝐸 = ℏ𝑐𝑘) 다루어야 합니다.

𝐸𝑑𝑒𝑔 = 𝐴𝑅−1 ∝ 𝑁4/3𝑅−1

𝐸𝑔𝑟𝑎𝑣 = −𝐵𝑅−1 ∝ 𝑁2𝑅−1

이 경우 평형상태보다 입자가 더 많아지면,
중력이 축퇴압을 능가해서 수축을 계속하게 됩니다.

이 때의 한계질량을 찬드라세카 한계Chandrasekhar limit라고 합니다.
대략 태양질량의 1.4배 정도 되는 것으로 알려져 있습니다.

𝑉 =
4

3
𝜋𝑅3



찬드라세카 한계보다 더 무거운 경우에는
내부에서 전자와 양성자가 반응을 일으켜서

중성자를 생성하게 됩니다.

이 반응은 엄청나게 많은 에너지를 방출하게 되는데,
이것은 초신성 폭발의 한 가지 메커니즘이 됩니다.

초신성 폭발 이후에는 내부에 중성자별neutron star이나
블랙홀black hole이 남게 됩니다.

𝑒− + 𝑝+ → 𝑛 + 𝜈



천문학자들은 쌍성계의 운동을 분석해서
별까지의 거리와 별들의 질량을 측정할 수 있었습니다.

우리는 별의 상대광도를 측정할 수 있으므로
질량과 절대광도를 계산할 수 있게 됩니다.



한 가지 흥미로운 사실은
질량과 절대광도는 서로 의존하는 관계에 있다는 것입니다.



Hertzsprung과 Russell은 별들을 측정하면서
광도와 색깔에 따라서 분류를 해 보았습니다.
이것을 HR 다이어그램이라고 부릅니다.



HR 다이어그램의 가장 특징적인 부분은
거의 대부분의 별(주계열성)은 광도와 색 사이에
일정한 관계를 가지고 있다는 것입니다.



항성이란 중력과 핵융합에 의한 반발력이
균형을 이루고 있는 상태를 말합니다.

이러한 균형의 조건으로부터
경험적으로 측정된 질량-광도 관계와

광도-색(온도) 관계를
설명할 수 있게 됩니다.



HR 다이어그램의 또 다른 특징은
주계열성 이외에 다른 별들이 있다는 것이었습니다.



온도가 낮지만 밝은 별은 크기가 커야 합니다.
이것을 적색 거성red giant이라고 부릅니다.



반대로 온도가 높지만 어두운 별은 크기가 작아야 합니다.
이것을 백색 왜성white dwarf이라고 합니다.



항성에서 핵융합으로 수소를 소모하고 나면
중력에 의해서 수축을 합니다.

수축에 의해 새로운 핵 반응이 일어나면서
복잡한 과정에 의해 바깥쪽으로 물질을 밀어내게 됩니다.

결과적으로 항성은 거대해지면서 서서히 식어가게 됩니다.
이것을 적색거성이라고 합니다.



모든 핵융합의 연료를 소모하고 나서
적색거성의 바깥쪽의 물질들이 밖으로 흩어지고 나면
그 중심에는 전자의 축퇴압과 중력이 평형을 이룬

백색 왜성이 남게 됩니다.



그러나 질량이 조금 더 커서 찬드라세카 한계보다 커진다면,
중력에 의해 내부에서 전자-양성자의 반응이 일어나게 되고

초신성 폭발을 일으키게 됩니다.



초신성 폭발 이후에는
내부에 중성자별neutron star이 남거나
블랙홀black hole이 남게 됩니다.



우리는 초신성 폭발이 일어나는 시점인
찬드라세카 한계에 대해서 잘 알고 있기 때문에,
초신성 폭발은 우주 먼 곳 까지의 거리를 측정하는

좋은 방법을 제공해줍니다.



양자역학에서 통계역학으로



밀도 행렬

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

ො𝜌 ≡ ۧ|Ψ |Ψۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
2 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ



밀도 행렬

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

ො𝜌 ≡ ۧ|Ψ |Ψۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑐𝑛
2 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ۧ|𝑛 |𝑛ۦ

𝑡𝑟 ො𝜌 ෠𝑄 = ෠𝑄

그러면일반적으로 다음이 성립합니다.



폰 노이만 엔트로피 von Neumann entropy

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

𝑆𝑣𝑁 ≡ −𝑡𝑟 ො𝜌 ln ො𝜌 = −෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛

폰 노이만은 다음과 같은 방법으로 엔트로피를 정의했습니다.



폰 노이만 엔트로피 von Neumann entropy

| ۧΨ =෍

𝑛

𝑐𝑛| ۧ𝑛

𝑆𝑣𝑁 ≡ −𝑡𝑟 ො𝜌 ln ො𝜌 = −෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛

폰 노이만은 다음과 같은 방법으로 엔트로피를 정의했습니다.

이것은 섀넌Shannon이 정의한 정보information의 기댓값과도 같습니다.

𝐼𝑛 ≡ − ln 𝑝𝑛



정보란?

확률이 낮을 수록 정보의 양도 증가합니다.

𝐼𝑛 ≡ − ln𝑝𝑛



양자역학에서 통계역학으로

폰 노이만 엔트로피의 최대값은 모든 상태가 같은 확률을 가질 때
얻어진다는 것을 보일 수 있습니다.

즉, 𝑝𝑛 = 1/𝑁을 요청합니다. 이 때 우리는 최대의 엔트로피, 즉
볼츠만 엔트로피Boltzmann entropy를 얻게 됩니다.

−෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛 = ln𝑁 ≡ 𝑆𝐵



양자역학에서 통계역학으로

폰 노이만 엔트로피의 최대값은 모든 상태가 같은 확률을 가질 때
얻어진다는 것을 보일 수 있습니다.

즉, 𝑝𝑛 = 1/𝑁을 요청합니다. 이 때 우리는 최대의 엔트로피, 즉
볼츠만 엔트로피Boltzmann entropy를 얻게 됩니다.

−෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛 = ln𝑁 ≡ 𝑆𝐵

통계역학 및 열역학의 이론적 기초가
여기에서부터 시작됩니다.



열역학thermodynamics과 통계역학statistical mechanics의
차이는 무엇일까요?



열역학은 측정 가능한 양들 사이의 관계에 대한 것입니다.

𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉

𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝑇

𝐸 =
3

2
𝑁𝑘𝑇



열역학은 측정 가능한 양들 사이의 관계에 대한 것입니다.

𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉

𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝑇

𝐸 =
3

2
𝑁𝑘𝑇

여기에는 아직 확률에 대한 이야기는 없습니다.



특정 상태가 선호되기 위해서는 그 상태에 해당하는
경우의 수가 많아야 합니다.



특정 상태가 선호되기 위해서는 그 상태에 해당하는
경우의 수가 많아야 합니다.

가장 무작위적일 때
경우의 수가 가장 많다는 것이 알려져 있습니다.



특정 상태가 선호되기 위해서는 그 상태에 해당하는
경우의 수가 많아야 합니다.

가장 무작위적일 때
경우의 수가 가장 많다는 것이 알려져 있습니다.

이것은 엔트로피가 최대가 되어야 한다는
것과 같은 말이 됩니다.



양자역학에서 통계역학으로

폰 노이만 엔트로피의 최대값은 모든 상태가 같은 확률을 가질 때
얻어진다는 것을 보일 수 있습니다.

즉, 𝑝𝑛 = 1/𝑁을 요청합니다. 이 때 우리는 최대의 엔트로피, 즉
볼츠만 엔트로피Boltzmann entropy를 얻게 됩니다.

−෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛 = ln𝑁 ≡ 𝑆𝐵



양자역학에서 통계역학으로

폰 노이만 엔트로피의 최대값은 모든 상태가 같은 확률을 가질 때
얻어진다는 것을 보일 수 있습니다.

즉, 𝑝𝑛 = 1/𝑁을 요청합니다. 이 때 우리는 최대의 엔트로피, 즉
볼츠만 엔트로피Boltzmann entropy를 얻게 됩니다.

−෍

𝑛=1

𝑁

𝑝𝑛 ln 𝑝𝑛 = ln𝑁 ≡ 𝑆𝐵

확률을 이렇게 할당한 통계적 표본들을
작은바른틀 앙상블microcanonical ensemble이라고 합니다.



바른틀 앙상블 canonical ensemble

우리는 여기에 좀 더 구속조건을 줄 수 있습니다.



바른틀 앙상블 canonical ensemble

우리는 여기에 좀 더 구속조건을 줄 수 있습니다.
예를 들어, 시스템이 큰 열원heat bath 안에 놓여있다면,

에너지는 변할 수 있지만 에너지의 기댓값은 변하지 않습니다.

𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡



우리는 여기에 좀 더 구속조건을 줄 수 있습니다.
예를 들어, 시스템이 큰 열원heat bath 안에 놓여있다면,

에너지는 변할 수 있지만 에너지의 기댓값은 변하지 않습니다.

𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

바른틀 앙상블 canonical ensemble

폰 노이만 엔트로피를 이러한 구속조건 하에서 최대화 하게 되면,
라그랑주 승수Lagrange multiplier에 의해 온도가 도입됩니다.



우리는 여기에 좀 더 구속조건을 줄 수 있습니다.
예를 들어, 시스템이 큰 열원heat bath 안에 놓여있다면,

에너지는 변할 수 있지만 에너지의 기댓값은 변하지 않습니다.

𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

폰 노이만 엔트로피를 이러한 구속조건 하에서 최대화 하게 되면,
라그랑주 승수Lagrange multiplier에 의해 온도가 도입됩니다.

이 때의 확률분포는 볼츠만 인자Boltzmann factor를 따르게 됩니다.

바른틀 앙상블 canonical ensemble



큰 그림: 통계역학에서 열역학으로

엔트로피 최대 원리 + 구속조건
constraints/ensembles



큰 그림: 통계역학에서 열역학으로

엔트로피 최대 원리 + 구속조건
constraints/ensembles

볼츠만 인자  𝑝𝑗 ∝ 𝑒−𝐸𝑗/𝑘𝑇

Boltzmann factor



큰 그림: 통계역학에서 열역학으로

엔트로피 최대 원리 + 구속조건
constraints/ensembles

볼츠만 인자  𝑝𝑗 ∝ 𝑒−𝐸𝑗/𝑘𝑇

Boltzmann factor

분배 함수  𝑍 = σ𝑝𝑗 = 𝑒−𝐹/𝑘𝑇

partition function



큰 그림: 통계역학에서 열역학으로

엔트로피 최대 원리 + 구속조건
constraints/ensembles

볼츠만 인자  𝑝𝑗 ∝ 𝑒−𝐸𝑗/𝑘𝑇

Boltzmann factor

분배 함수  𝑍 = σ𝑝𝑗 = 𝑒−𝐹/𝑘𝑇

partition function

에너지 함수  𝐹 = 𝐸−𝑆𝑇
energy function



따라서 통계역학에서는
미시적 원리 또는 양자역학적 원리에 의해

확률을 부여하고,
이러한 확률들을 통해 분배함수를 적고,
최종적으로 열역학적 양을 구해서

현상을 성공적으로 설명할 수 있기를 바랍니다.



양자통계역학 quantum statistical mechanics

보존 입자들에 대해
분배함수는 다음과 같이 적을 수 있습니다.

𝑍 = ෍

𝑛=0

∞

𝑒−𝑛𝐸/𝑘𝑇 =
1

1 − 𝑒−𝐸/𝑘𝑇



양자통계역학 quantum statistical mechanics

페르미온 입자들에 대해
분배함수는 다음과 같이 적을 수 있습니다.

𝑍 = ෍

𝑛=0

1

𝑒−𝑛𝐸/𝑘𝑇 = 1 + 𝑒−𝐸/𝑘𝑇



양자통계역학 quantum statistical mechanics

보존 입자들에 대해 주어진 에너지에 대한
입자의 수의 기댓값은 다음과 같습니다.

𝑛 = ෍

𝑛=0

∞

𝑛
𝑒−𝑛𝐸/𝑘𝑇

𝑍
=

1

𝑒𝐸/𝑘𝑇 − 1



양자통계역학 quantum statistical mechanics

페르미온 입자들에 대해 주어진 에너지에 대한
입자의 수의 기댓값은 다음과 같습니다.

𝑛 = ෍

𝑛=0

1

𝑛
𝑒−𝑛𝐸/𝑘𝑇

𝑍
=

1

𝑒𝐸/𝑘𝑇 + 1



양자통계역학 quantum statistical mechanics

이러한 입자 수의 분포를 각각
보즈-아인슈타인 분포와 페르미-디랙 분포라고 부릅니다.

𝑛 =
1

𝑒𝐸/𝑘𝑇 ∓ 1



우리는 지금까지 바른틀 앙상블을 가지고
양자통계를 계산했습니다.

동일한 문제를 작은바른틀 앙상블에서 먼저 계산한 뒤에
구속조건을 나중에 부여함으로서

계산할 수도 있습니다.



이항분포 binomial distribution

파스칼의 삼각형



이항분포 binomial distribution

𝑛개의 표본에서 𝑘개를 순서를 생각하지 않고 선택하는 경우의 수는
이항분포를 따릅니다.

𝑛

𝑘
=

𝑛!

𝑘! 𝑛 − 𝑘 !



페르미온의 경우

𝑛번째 에너지 상태에 대해서
𝑑𝑛개의 중첩도degeneracy중에서 𝑁𝑛개의페르미온 입자를

순서를 생각하지 않고 배열하는 경우의 수는
위와 같습니다.

𝑑𝑛
𝑁𝑛

=
𝑑𝑛!

𝑁𝑛! 𝑑𝑛 − 𝑁𝑛 !



보존의 경우

같은 선택문제에 있어서,
보존의 경우에는 입자들이 겹칠 수 있으므로
𝑑𝑛개의 중첩도degeneracy중에서 𝑁𝑛개의입자를
순서를 생각하지 않고 배열하는 경우의 수는

위와 같습니다.

𝑑𝑛 + 𝑁𝑛 − 1

𝑁𝑛
=
(𝑑𝑛 + 𝑁𝑛 − 1)!

𝑁𝑛! 𝑑𝑛 − 1 !



페르미온의 경우

페르미온의경우가능한 모든 경우의 수는
위와 같습니다.

𝑄𝐹 =ෑ

𝑛=1

∞
𝑑𝑛
𝑁𝑛



보존의 경우

보존의 경우 가능한 모든 경우의 수는
위와 같습니다.

𝑄𝐵 =ෑ

𝑛=1

∞
𝑑𝑛 + 𝑁𝑛 − 1

𝑁𝑛



작은바른틀 앙상블의 엔트로피

𝑆 = 𝑘 log𝑄

작은바른틀 앙상블microcanonical ensemble의 엔트로피는
볼츠만 엔트로피, 즉 경우의 수에 의해서 주어집니다.



구속조건

𝑆 = 𝑘 log𝑄 + 𝛼 𝑁 −෍

𝑛=1

∞

𝑁𝑛 + 𝛽 𝐸 −෍

𝑛=1

∞

𝑁𝑛𝐸𝑛

위와 같이 에너지와 입자의 수에 대해서
구속조건을 줄 수 있습니다.
𝛼와 𝛽는 라그랑주 승수입니다.



스털링Stirling의 근사공식

log 𝑄𝐹 ≃ ෍

𝑛=1

∞

log 𝑑𝑛! − 𝑁𝑛 log𝑁𝑛 + 𝑁𝑛 − 𝑑𝑛 − 𝑁𝑛 log 𝑑𝑛 − 𝑁𝑛 + 𝑑𝑛 − 𝑁𝑛

엔트로피 항은 스털링의 근사공식 log𝑧! ≃ 𝑧 log𝑧−𝑧 으로
전개할 수 있습니다.

log 𝑄𝐵 ≃ ෍

𝑛=1

∞

𝑑𝑛 + 𝑁𝑛 − 1 log 𝑑𝑛 + 𝑁𝑛 − 1 − 𝑑𝑛 + 𝑁𝑛 − 1 − 𝑁𝑛 log𝑁𝑛 + 𝑁𝑛 − log(𝑑𝑛 − 1)!



구속조건

𝑆 = 𝑘 log𝑄 + 𝛼 𝑁 −෍

𝑛=1

∞

𝑁𝑛 + 𝛽 𝐸 −෍

𝑛=1

∞

𝑁𝑛𝐸𝑛

구속조건을 고려하고 𝑆를 𝑁𝑛으로 미분해서
0이 되는 지점을 구하면,
큰바른틀 앙상블에서

엔트로피가 가장 큰 경우를 구하게 됩니다.



가장 가능성이 높은 점유 수

𝑁𝑛 =
𝑑𝑛

𝑒(𝛼+𝛽𝐸𝑛)/𝑘 + 1

구속조건을 고려하고 𝑆를 𝑁𝑛으로 미분해서
0이 되는 지점을 구하면,
큰바른틀 앙상블에서

엔트로피가 가장 큰 경우를 구하게 됩니다.

𝑁𝑛 =
𝑑𝑛 − 1

𝑒(𝛼+𝛽𝐸𝑛)/𝑘 − 1

: 페르미온

: 보존



파라미터의 해석

𝛼 = −
𝜇

𝑇

열역학과의 대응을 생각하면 라그랑주 승수는
위와 같은 해석을 하게 됩니다.

𝛽 =
1

𝑇



파라미터의 해석

𝛼 = −
𝜇

𝑇
𝛽 =

1

𝑇

따라서 에너지에 대한 입자 수의 기댓값은 (바른틀 앙상블에 대해)

다음과 같이 됩니다. (점유 수 = 입자 수 × 중첩도) 

𝑛 =
1

𝑒𝐸/𝑘𝑇 ∓ 1

열역학과의 대응을 생각하면 라그랑주 승수는
위와 같은 해석을 하게 됩니다.



페르미-디랙 분포



에너지 밀도:   𝑢(𝜔)𝑑𝜔 = ℏ𝜔
𝑑𝑔 𝑛𝜔

𝑉

흑체 복사

𝑢 𝜈, 𝑇 =
8𝜋𝜈2

𝑐3
ℎ𝜈

𝑒ℎ𝜈/𝑘𝑇 − 1

중첩도:               𝑑𝑔 =
𝑉

𝜋2
𝑘2𝑑𝑘

플랑크의 흑체복사법칙



흑체 복사



보즈-아인슈타인 응축condensation

임계온도 이하에서 모든 보존들이 바닥상태에 놓이게 되면
개별 입자가 아니라 입자들이 응축된 하나의 장처럼 보이게 됩니다.





보즈-아인슈타인 응축condensation

우주의 암흑물질도 보즈-아인슈타인 응축된
어떤 물질에 의한 것이 아닐까 하는 추정도 있습니다.



감사합니다
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