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WKB 어림방법



이번에는다양한비섭동적현상에서
양자터널링의확률을구할수있는
WKB 어림방법에대해알아봅시다.



위와같은퍼텐셜에대해입자가먼저고전적인영역의
파동함수를살펴봅시다.

𝜓(𝑥) = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙(𝑥)



위와같은퍼텐셜에대해입자가먼저고전적인영역의
파동함수를살펴봅시다.

𝜓(𝑥) = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′ 𝑥 = 𝐴′ + 𝑖𝐴𝜙′ 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′′ 𝑥 = 𝐴′′ + 2𝑖𝐴′𝜙′ + 𝑖𝐴𝜙′′ − 𝐴𝜙′2 𝑒𝑖𝜙(𝑥)



한편, 슈뢰딩거방정식은위와같습니다.

𝜓(𝑥) = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′ 𝑥 = 𝐴′ + 𝑖𝐴𝜙′ 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′′ 𝑥 = 𝐴′′ + 2𝑖𝐴′𝜙′ + 𝑖𝐴𝜙′′ − 𝐴𝜙′2 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′′ = −
𝑝2

ℏ2
𝜓

𝑝 ≡ 2𝑚 𝐸 − 𝑉 𝑥



위의식을슈뢰딩거방정식에적용하고
실수부와허수부를나누어봅시다.

𝜓(𝑥) = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′ 𝑥 = 𝐴′ + 𝑖𝐴𝜙′ 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′′ 𝑥 = 𝐴′′ + 2𝑖𝐴′𝜙′ + 𝑖𝐴𝜙′′ − 𝐴𝜙′2 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜓′′ = −
𝑝2

ℏ2
𝜓

𝑝 ≡ 2𝑚 𝐸 − 𝑉 𝑥



위의식을슈뢰딩거방정식에적용하고
실수부와허수부를나누어봅시다.

𝐴′′ − 𝐴𝜙′2 = −
𝑝2

ℏ2
𝐴

2𝐴′𝜙′ + 𝐴𝜙′′ = 0



먼저허수부는좀더쉽게풀립니다.

2𝐴′𝜙′ + 𝐴𝜙′′ = 0 𝐴2𝜙′ ′ = 0 𝐴 =
𝐶

𝜙′

𝐴′′ − 𝐴𝜙′2 = −
𝑝2

ℏ2
𝐴



실수부는쉽게풀리지않지만, 𝐴′′/𝐴가다른항들에비해작다면
근사가가능합니다.

2𝐴′𝜙′ + 𝐴𝜙′′ = 0 𝐴2𝜙′ ′ = 0 𝐴 =
𝐶

𝜙′

𝜙′ 2 ≃
𝑝2

ℏ2
𝜙 = ±

1

ℏ
න𝑝 𝑥 𝑑𝑥𝐴′′ − 𝐴𝜙′2 = −

𝑝2

ℏ2
𝐴



따라서전체파동함수는위와같이근사적으로표현됩니다.

𝜓 𝑥 ≃
𝐶

𝑝 𝑥
𝑒±

𝑖
ℏ ׬

𝑝 𝑥 𝑑𝑥



이때의확률은위와같습니다.

𝜓 𝑥 ≃
𝐶

𝑝 𝑥
𝑒±

𝑖
ℏ ׬

𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝜓 𝑥 2 ≃
𝐶 2

𝑝 𝑥



우리는같은계산을반복해서
고전적으로허용되지않는영역의파동함수도

근사적으로계산할수있습니다.
이것을WKB 근사라고합니다.

𝜓 𝑥 ≃
𝐶

𝑝 𝑥
𝑒±

1
ℏ ׬

𝑝 𝑥 𝑑𝑥



이근사방법을사용하면장벽을통과할확률도
쉽게계산할수있습니다.



투과율은위와같이정의됩니다.

𝑇 =
𝐹 2

𝐴 2



그리고양자영역에서의파동함수는위와같이근사됩니다.

𝜓 ≃
𝐶

𝑝 𝑥
𝑒+

1
ℏ 0׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′ +

𝐷

𝑝 𝑥
𝑒−

1
ℏ 0׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

𝑇 =
𝐹 2

𝐴 2



만일입자가왼쪽에서입사된다면우리는
지수적으로감소하는파동함수를선택해야합니다.

𝜓 ≃
𝐷

𝑝 𝑥
𝑒−

1
ℏ 0׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′



이것으로부터투과율을계산할수있습니다.

𝜓 ≃
𝐷

𝑝 𝑥
𝑒−

1
ℏ 0׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

𝑇 ≃ 𝑒−2𝛾
𝛾 ≡

1

ℏ
න
0

𝑎

𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′



한가지흥미로운예로가모프Gamow의
알파붕괴이론을살펴봅시다.

핵이붕괴하면서알파입자(헬륨원자핵)을방출하게됩니다.



가모프는이과정을기술하기위해
내부에는핵이속박되어있지만,

외부에는쿨롱힘에의한척력이작용한다고생각했습니다.

𝐸 =
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟2
방출되는 입자의 에너지



이제알파입자가터널링해서방출될확률을계산해봅시다.

𝐸 =
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟2
방출되는 입자의 에너지

𝛾 =
1

ℏ
න
𝑟1

𝑟2

2𝑚
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟
− 𝐸 𝑑𝑟



이제알파입자가터널링해서방출될확률을계산해봅시다.

𝐸 =
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟2
방출되는 입자의 에너지

𝛾 =
1

ℏ
න
𝑟1

𝑟2

2𝑚
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟
− 𝐸 𝑑𝑟

=
2𝑚𝐸

ℏ
න
𝑟1

𝑟2 𝑟2
𝑟
− 1𝑑𝑟



이제알파입자가터널링해서방출될확률을계산해봅시다.

𝐸 =
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟2
방출되는 입자의 에너지

𝛾 =
1

ℏ
න
𝑟1

𝑟2

2𝑚
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟
− 𝐸 𝑑𝑟

=
2𝑚𝐸

ℏ
න
𝑟1

𝑟2 𝑟2
𝑟
− 1𝑑𝑟

=
2𝑚𝐸

ℏ
𝑟2

𝜋

2
− sin−1

𝑟1
𝑟2

− 𝑟1 𝑟2 − 𝑟1



이제알파입자가터널링해서방출될확률을계산해봅시다.

𝐸 =
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟2
방출되는 입자의 에너지

𝛾 =
1

ℏ
න
𝑟1

𝑟2

2𝑚
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟
− 𝐸 𝑑𝑟

=
2𝑚𝐸

ℏ
න
𝑟1

𝑟2 𝑟2
𝑟
− 1𝑑𝑟

=
2𝑚𝐸

ℏ
𝑟2

𝜋

2
− sin−1

𝑟1
𝑟2

− 𝑟1 𝑟2 − 𝑟1 ≃
2𝑚𝐸

ℏ

𝜋

2
𝑟2 − 2 𝑟1𝑟2

𝑟1 ≪ 𝑟2



𝐸 =
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟2
방출되는 입자의 에너지

𝛾 =
1

ℏ
න
𝑟1

𝑟2

2𝑚
1

4𝜋𝜖0

2𝑍𝑒2

𝑟
− 𝐸 𝑑𝑟

=
2𝑚𝐸

ℏ
න
𝑟1

𝑟2 𝑟2
𝑟
− 1𝑑𝑟

=
2𝑚𝐸

ℏ
𝑟2

𝜋

2
− sin−1

𝑟1
𝑟2

− 𝑟1 𝑟2 − 𝑟1 ≃
2𝑚𝐸

ℏ

𝜋

2
𝑟2 − 2 𝑟1𝑟2

𝑟1 ≪ 𝑟2

≃ 1.980 𝑀𝑒𝑉
1
2 ×

𝑍

𝐸



이러한결과는실험과아주잘일치합니다.
알파붕괴과정은WKB 근사가아주잘적용되는
퍼텐셜구조를가지고있다고할수있습니다.



좀더정확한기술을위해
고전적영역과양자적영역이만나는곳을기술해봅시다.

이것을연결공식이라고합니다.

𝜓 𝑥 ≃
1

𝑝 𝑥
𝐵𝑒

𝑖
ℏ 𝑥׬

0
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′ + 𝐶𝑒−

𝑖
ℏ 𝑥׬

0
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

≃
1

𝑝 𝑥
𝐷𝑒−

1
ℏ 0׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

𝑥 < 0

𝑥 > 0



𝜓 𝑥 ≃
1

𝑝 𝑥
𝐵𝑒

𝑖
ℏ 𝑥׬

0
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′ + 𝐶𝑒−

𝑖
ℏ 𝑥׬

0
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

≃
1

𝑝 𝑥
𝐷𝑒−

1
ℏ 0׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

𝑥 < 0

𝑥 > 0

𝐵 = −𝑖𝑒
𝑖𝜋
4𝐷

𝐶 = 𝑖𝑒−
𝑖𝜋
4𝐷

계수 사이의 관계



𝜓 𝑥 ≃
1

𝑝 𝑥
𝐵𝑒

𝑖
ℏ 𝑥׬

0
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′ + 𝐶𝑒−

𝑖
ℏ 𝑥׬

0
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

≃
1

𝑝 𝑥
𝐷𝑒−

1
ℏ 0׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

𝑥 < 0

𝑥 > 0

𝐵 = −𝑖𝑒
𝑖𝜋
4𝐷

𝐶 = 𝑖𝑒−
𝑖𝜋
4𝐷

𝜓 𝑥 ≃
2𝐷

𝑝 𝑥
sin

1

ℏ
න
𝑥

𝑥2

𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′ +
𝜋

4

≃
𝐷

𝑝 𝑥
𝑒
−
1
ℏ 𝑥2׬

𝑥
𝑝 𝑥′ 𝑑𝑥′

𝑥 < 𝑥2

𝑥 > 𝑥2

계수 사이의 관계



WKB 어림방법의몇가지흥미로운응용을살펴봅시다.



위와같이파동함수를다시적어보겠습니다.
(𝑐 = ℏ = 𝐺 = 𝑘 = 1로정의합니다.)

𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥



이경우터널링확률은위와같이기술됩니다.
이것을사용해서질량𝑀인블랙홀의내부에서외부로
에너지𝜔의입자가방출될확률을계산해봅시다.

𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙



𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙

𝐼𝑚 𝜙 = 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑟𝑑𝑟
WKB



𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙

𝐼𝑚 𝜙 = 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑟𝑑𝑟
WKB

= 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

න
0

𝑝𝑟

𝑑𝑝𝑟
′ 𝑑𝑟



𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙

𝐼𝑚 𝜙 = 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑟𝑑𝑟
WKB

= 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

න
0

𝑝𝑟

𝑑𝑝𝑟
′ 𝑑𝑟

= 𝐼𝑚 න
𝑀

𝑀−𝜔

න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡 𝑑𝑟

ሶ𝑟
𝑑𝐻

ሶ𝑟 =
𝑑𝐻

𝑑𝑝𝑟



𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙

𝐼𝑚 𝜙 = 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑟𝑑𝑟
WKB

= 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

න
0

𝑝𝑟

𝑑𝑝𝑟
′ 𝑑𝑟

= 𝐼𝑚 න
𝑀

𝑀−𝜔

න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡 𝑑𝑟

ሶ𝑟
𝑑𝐻

ሶ𝑟 =
𝑑𝐻

𝑑𝑝𝑟

= 𝐼𝑚න
0

𝜔

න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡 𝑑𝑟

1 −
2 𝑀 − 𝜔′

𝑟

−𝑑𝜔′

메트릭으로부터



𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙

𝐼𝑚 𝜙 = 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑝𝑟𝑑𝑟
WKB

= 𝐼𝑚 න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡

න
0

𝑝𝑟

𝑑𝑝𝑟
′ 𝑑𝑟

= 𝐼𝑚 න
𝑀

𝑀−𝜔

න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡 𝑑𝑟

ሶ𝑟
𝑑𝐻

ሶ𝑟 =
𝑑𝐻

𝑑𝑝𝑟

= 𝐼𝑚න
0

𝜔

න
𝑟𝑖𝑛

𝑟𝑜𝑢𝑡 𝑑𝑟

1 −
2 𝑀 − 𝜔′

𝑟

−𝑑𝜔′

메트릭으로부터
= +4𝜋𝜔 𝑀 −

𝜔

2



따라서𝑀≫𝜔일때, 터널링확률은위와같습니다.

𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙 ≃ 𝑒−8𝜋𝜔𝑀



이것을볼츠만인자로해석하면, 온도는위와같습니다.
이것을호킹온도Hawking temperature라고합니다.

𝜓 𝑥 = 𝐴 𝑥 𝑒𝑖𝜙𝑟 𝑥 = 𝑒𝑖𝜙(𝑥)

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑟 𝑥 + 𝑖𝜙𝑖(𝑥)

𝜙𝑖 𝑥 = − ln𝐴 𝑥

𝜓 2 = 𝑒−2 𝐼𝑚 𝜙 ≃ 𝑒−8𝜋𝜔𝑀

= 𝑒−
𝜔
𝑇

𝑇 =
1

8𝜋𝑀



이러한WKB 근사방법은우주의기원을설명하는데에도
적용할수있습니다.

𝑑2

𝑑𝑎2
+
𝛾

𝑎

𝑑

𝑑𝑎
− 𝑎2 1 − 𝑉𝑎2 𝜓 𝑎 = 0

휠러-드위트 Wheeler-DeWitt 방정식

우주 상수



WKB 방법은경로적분path-integral을
근사적으로계산하는방법을제공해줍니다.
이것은비섭동적양자중력이론을하는
훌륭한방법을제공해줍니다.

𝑑2

𝑑𝑎2
+
𝛾

𝑎

𝑑

𝑑𝑎
− 𝑎2 1 − 𝑉𝑎2 𝜓 𝑎 = 0

휠러-드위트 Wheeler-DeWitt 방정식

우주 상수

𝑈 𝑎 = 𝑎2 1 − 𝑉𝑎2



감사합니다


