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산란



이번 장에서는 미지의 영역을 탐구할 수 있는 가장 근본적인 방법,
즉 산란scattering에 대해서 살펴봅시다.



먼저 고전적인 방법으로 산란 과정을 기술해 봅시다.
우리는 산란 대상의 반작용을 무시할 수 있는 경우만 고려합니다.

우리는 충격 변수 𝑏와에너지 𝐸를 초기 조건으로,
산란 각 𝜃를 최종 조건으로 생각할 수 있습니다.



입자들이 단면적 𝑑𝜎인 작은 조각안으로 입사되어서
입체각 𝑑Ω로 산란된다고 생각해 봅시다. 



이 둘 사이의 비례 인자 𝐷 𝜃 를
미분 산란 단면적differential scattering cross section이라고 합니다.

𝐷 𝜃 ≡
𝑑𝜎

𝑑Ω



𝑑𝜎 = 𝑏𝑑𝑏𝑑𝜙이고 𝑑Ω = sin𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙이므로
위와 같은 관계를 얻게 됩니다.

𝐷 𝜃 ≡
𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑏

sin𝜃

𝑑𝑏

𝑑𝜃



한 편, ℒ을 단위 면적, 단위 시간당 입사 입자의 수라 한다면
단위 시간당 면적 𝑑𝜎로 입사하는 입자의 수는 𝑑𝑁 = ℒ𝑑𝜎이므로

위와 같은 관계를 얻게 됩니다.

𝐷 𝜃 ≡
𝑑𝜎

𝑑Ω
=

𝑏

sin𝜃

𝑑𝑏

𝑑𝜃

1

ℒ

𝑑𝑁

𝑑Ω
=



이제역제곱 힘의 산란 과정을 구체적으로 살펴 봅시다.
입자가 무한대에서 가장 가까운 곳까지 이동할 때

산란 중심에서 측정한 각을 Θ라 하면,
산란각 𝜃와 Θ사이에는 위와 같은 관계가 성립합니다.

𝜃 = 𝜋 − 2Θ



Θ는 중심력장에서 위와 같이 계산됩니다.
여기에서 𝜇는 환산 질량, 𝑙은 각운동량이고, 𝑘는 비례 상수입니다.

𝜃 = 𝜋 − 2Θ

Θ = න
𝑟𝑚𝑖𝑛

∞
𝑙
𝑟2
𝑑𝑟

2𝜇 𝐸 −
𝑘
𝑟

−
𝑙2

2𝜇𝑟2



이 식을 충격 변수 𝑏와
질량 중심에서의 초기 운동 에너지 𝐸로 표현하면

위와 같이 정리 됩니다.

𝜃 = 𝜋 − 2Θ

Θ = න
𝑟𝑚𝑖𝑛

∞
𝑙
𝑟2
𝑑𝑟

2𝜇 𝐸 −
𝑘
𝑟

−
𝑙2

2𝜇𝑟2

= න
𝑟𝑚𝑖𝑛

∞
𝑏
𝑟
𝑑𝑟

𝑟2 −
𝑘
𝐸

𝑟 − 𝑏2

𝑙 = 𝑏 2𝜇𝐸



적분을 하면 위의 결과를 얻습니다.

𝜃 = 𝜋 − 2Θ

Θ = න
𝑟𝑚𝑖𝑛

∞
𝑙
𝑟2
𝑑𝑟

2𝜇 𝐸 −
𝑘
𝑟

−
𝑙2

2𝜇𝑟2

= න
𝑟𝑚𝑖𝑛

∞
𝑏
𝑟
𝑑𝑟

𝑟2 −
𝑘
𝐸

𝑟 − 𝑏2

𝑙 = 𝑏 2𝜇𝐸

= cos−1
𝜅
𝑏

1 +
𝜅
𝑏

2

𝜅 ≡ 𝑘/2𝐸



따라서 정리하면 위의 결과를 얻습니다.

𝜃 = 𝜋 − 2Θ

𝑏 = 𝜅 cot
𝜃

2



이것으로부터 미분 산란 단면적을 유도할 수 있습니다.
이것은 러더퍼드의 산란 공식으로 알려져 있습니다.

𝜃 = 𝜋 − 2Θ

𝑏 = 𝜅 cot
𝜃

2

𝐷 𝜃 =
𝑏

sin 𝜃

𝑑𝑏

𝑑𝜃
=

𝑘2

4𝐸 2

1

sin4
𝜃
2



러더퍼드의 산란 공식은
고전 물리학의 방법을 사용하여 유도되었습니다.

양자역학적으로도 이와 비슷한 결과를 얻을 수 있을까요?



이제 양자 산란 이론을 도입하여 살펴봅시다.
위의 그림과 같이 왼쪽에서 평면 파동이 입사하여,
구면 파동으로 산란되는 과정을 생각합시다.



여기에 해당하는 점근적 (𝑟 ≫ 1) 파동 함수를
수학적으로 표현하면 위와 같습니다.

𝜓 𝑟, 𝜃 ≃ 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑓 𝜃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟



𝑘는 파동수를 나타내며, 파동의 에너지와 관련됩니다.
𝑟는 산란 중심으로부터의 거리이며,

구면파의 진행을 나타내기 위해 1/𝑟로 나누어줄 필요가 있습니다.

𝜓 𝑟, 𝜃 ≃ 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑓 𝜃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
𝑘 ≡

2𝑚𝐸

ℏ



산란 과정의 세부적인 사항은 바로 산란 진폭 𝑓 𝜃 에 담겨 있습니다.

𝜓 𝑟, 𝜃 ≃ 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑓 𝜃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟



산란 진폭의 의미를 밝히기 위해,
먼저 속력 𝑣로 움직이는 입사 입자가

시간 𝑑𝑡동안 미소 면적 𝑑𝜎를 지나갈 확률을 𝑑𝑃라고 합시다.

𝑑𝑃 = 𝜓𝑖𝑛
2𝑑𝑉 = 𝐴 2 𝑣𝑑𝑡 𝑑𝜎



한 편, 이것은 입사 입자가 대응되는 입체각 𝑑Ω로
산란되는 확률과 같습니다.

𝑑𝑃 = 𝜓𝑖𝑛
2𝑑𝑉 = 𝐴 2 𝑣𝑑𝑡 𝑑𝜎

= 𝜓𝑠𝑐
2𝑑𝑉 =

𝐴 2 𝑓 2

𝑟2
𝑣𝑑𝑡 𝑟2𝑑Ω



이 두 식을 비교하면 다음과 같습니다.

𝑑𝑃 = 𝜓𝑖𝑛
2𝑑𝑉 = 𝐴 2 𝑣𝑑𝑡 𝑑𝜎

= 𝜓𝑠𝑐
2𝑑𝑉 =

𝐴 2 𝑓 2

𝑟2
𝑣𝑑𝑡 𝑟2𝑑Ω

𝑑𝜎 = 𝑓 2𝑑Ω



따라서미분 산란 단면적에 대한 다음과 같은 식을 얻게 됩니다.

𝑑𝑃 = 𝜓𝑖𝑛
2𝑑𝑉 = 𝐴 2 𝑣𝑑𝑡 𝑑𝜎

= 𝜓𝑠𝑐
2𝑑𝑉 =

𝐴 2 𝑓 2

𝑟2
𝑣𝑑𝑡 𝑟2𝑑Ω

𝐷 𝜃 = 𝑓 2



우리는 실험적으로 좌변의 물리량을 측정합니다.
한 편, 이론적으로 우변을 계산하게 됩니다.

좌변과 우변을 비교함으로서 실험과 이론을 비교하게 됩니다.

𝑑𝑃 = 𝜓𝑖𝑛
2𝑑𝑉 = 𝐴 2 𝑣𝑑𝑡 𝑑𝜎

= 𝜓𝑠𝑐
2𝑑𝑉 =

𝐴 2 𝑓 2

𝑟2
𝑣𝑑𝑡 𝑟2𝑑Ω

𝐷 𝜃 = 𝑓 2



산란의 이론적 예측에 해당하는 𝑓 𝜃 는
우리가 가지고 있는 이론적 모형 𝑉 𝑟 과관계를 가져야 합니다.

어떻게 이 둘 사이의 관계를 구할 수 있을까요?



두 가지 전략이 가능합니다.

1. 미분 방정식을 직접 푼다: 부분파 분석
2. 적분을 먼저 적고 이를 섭동적으로 전개한다: 보른Born근사



먼저 부분파 분석partial wave analysis에 대해서 살펴봅시다.



위와 같이 파동 함수와중심력장의 슈뢰딩거 방정식을 적어봅시다.

𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅 𝑟 𝑌ℓ
𝑚 𝜃, 𝜙

𝑢 𝑟 ≡ 𝑟𝑅 𝑟

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢 = 𝐸𝑢



이 방정식을 풀기 위해
세 개의 영역으로 나누어서 생각해 봅시다.

𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅 𝑟 𝑌ℓ
𝑚 𝜃, 𝜙

𝑢 𝑟 ≡ 𝑟𝑅 𝑟

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢 = 𝐸𝑢



(1) 복사 지역 radiation zone

(2) 중간 지역 intermediate region

(3) 산란 지역 scattering region

𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅 𝑟 𝑌ℓ
𝑚 𝜃, 𝜙

𝑢 𝑟 ≡ 𝑟𝑅 𝑟

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+ 𝑉 𝑟 +

ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢 = 𝐸𝑢



먼저 복사 지역은 𝑘𝑟 ≫ 1인 영역을 고려합니다.
이 때 방정식은 위와 같이 근사되고,

이에 해당하는 해를 위와 같이 찾을 수 있습니다.

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
≃ 𝐸𝑢

𝑢 𝑟 = 𝐶𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘𝑟𝑘 =
2𝑚𝐸

ℏ



따라서 산란 과정을 기술하기 위해서는 𝐷 = 0으로 선택해야 합니다.

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
≃ 𝐸𝑢

𝑢 𝑟 = 𝐶𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘𝑟𝑘 =
2𝑚𝐸

ℏ

𝑅 𝑟 ≃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟



그 다음 중간 지역은 𝑉 = 0인 영역을 고려합니다.
이 때 방정식은 위와 같이 근사되고,

이에 해당하는 해는 행켈 함수Hankel function로 표현됩니다.

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+
ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢 ≃ 𝐸𝑢

𝑢 𝑟 = 𝐴𝑟ℎℓ
1
𝑘𝑟 + 𝐵𝑟ℎℓ

2
𝑘𝑟𝑘 =

2𝑚𝐸

ℏ



행켈 함수는 점근적으로 ℎℓ
(1,2)

≃ 𝑒±𝑖𝑘𝑟/𝑟와 같이 행동하므로,

𝐵 = 0으로 선택해야 합니다.

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+
ℏ2

2𝑚

ℓ ℓ + 1

𝑟2
𝑢 ≃ 𝐸𝑢

𝑢 𝑟 = 𝐴𝑟ℎℓ
1
𝑘𝑟 + 𝐵𝑟ℎℓ

2
𝑘𝑟𝑘 =

2𝑚𝐸

ℏ

𝑅 𝑟 ≃ ℎℓ
1
𝑘𝑟



이제 이 행켈 함수를 사용해서 외부 지역에 해당하는
일반적인 파동 함수를 적어 봅시다.

𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 +෍

ℓ,𝑚

𝐶ℓ,𝑚ℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑌ℓ

𝑚 𝜃, 𝜙



만일 𝑧축 방향으로의 대칭성에 의해 𝜙의존성이 없다면,
𝑚= 0인 성분만 고려하면 됩니다.

𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 +෍

ℓ,𝑚

𝐶ℓ,𝑚ℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑌ℓ

𝑚 𝜃, 𝜙

𝑌ℓ
0 =

2ℓ+1

4𝜋
𝑃ℓ cos𝜃

= 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑘෍

ℓ

𝑖ℓ+1 2ℓ + 1 𝑎ℓℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝐶ℓ,0 ≡𝑎ℓ𝑖
ℓ+1𝑘 4𝜋 2ℓ+1



이 식은 점근적인 영역 𝑘𝑟 ≫ 1에서 위와 같이 전개됩니다.

𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 +෍

ℓ,𝑚

𝐶ℓ,𝑚ℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑌ℓ

𝑚 𝜃, 𝜙

𝑌ℓ
0 =

2ℓ+1

4𝜋
𝑃ℓ cos𝜃

= 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑘෍

ℓ

𝑖ℓ+1 2ℓ + 1 𝑎ℓℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝐶ℓ,0 ≡𝑎ℓ𝑖
ℓ+1𝑘 4𝜋 2ℓ+1

≃ 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 +
𝑓 𝜃

𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟

ℎℓ
(1)
≃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟



따라서 아래의 두 식을 비교함으로써
산란 진폭 𝑓 𝜃 와 부분파 진폭 𝑎ℓ 사이의 관계를 얻을 수 있습니다.

𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 +෍

ℓ,𝑚

𝐶ℓ,𝑚ℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑌ℓ

𝑚 𝜃, 𝜙

𝑌ℓ
0 =

2ℓ+1

4𝜋
𝑃ℓ cos𝜃

= 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑘෍

ℓ

𝑖ℓ+1 2ℓ + 1 𝑎ℓℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝐶ℓ,0 ≡𝑎ℓ𝑖
ℓ+1𝑘 4𝜋 2ℓ+1

≃ 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑧 +
𝑓 𝜃

𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟

ℎℓ
(1)
≃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟



따라서 미분 산란 단면적은
위와 같이 기술됩니다.

𝐷 𝜃 = 𝑓 𝜃 2

=෍

ℓ

෍

ℓ′

2ℓ + 1 2ℓ′ + 1 𝑎ℓ
∗𝑎ℓ′𝑃ℓ cos 𝜃 𝑃ℓ′ cos 𝜃



그리고 전체 단면적은 위와 같이 기술됩니다.

𝐷 𝜃 = 𝑓 𝜃 2

=෍

ℓ

෍

ℓ′

2ℓ + 1 2ℓ′ + 1 𝑎ℓ
∗𝑎ℓ′𝑃ℓ cos 𝜃 𝑃ℓ′ cos 𝜃

𝜎 = 4𝜋෍

ℓ=0

∞

2ℓ + 1 𝑎ℓ
2



따라서 부분파 분석에서 중요한 것은
주어진 퍼텐셜 𝑉에 대해 부분파 진폭 𝑎ℓ을 결정하는 것입니다.

이것을 위해서 우리는 산란 영역을 살펴봐야 합니다.



이것을 위해 먼저 한 가지 중요한 관찰이 필요합니다.
위와 같은 항등식이 알려져 있습니다.

𝑒𝑖𝑘𝑧 =෍

ℓ=0

∞

𝑖ℓ 2ℓ + 1 𝑗ℓ 𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃



이 항등식을 사용해서 𝑉 = 0인 영역의 파동 함수를
𝑟에 대해서 표현할 수 있습니다.

𝑒𝑖𝑘𝑧 =෍

ℓ=0

∞

𝑖ℓ 2ℓ + 1 𝑗ℓ 𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝜓 𝑟, 𝜃 = 𝐴෍

ℓ=0

∞

𝑖ℓ 2ℓ + 1 𝑗ℓ 𝑘𝑟 + 𝑖𝑘𝑎ℓℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃



𝑉 ≠ 0인 영역을 파동이 들어갈 때와 나갈 때,
완벽한 반사인 경우

파동 함수의 진폭은 그대로 있지만
상대적인 위상이 변하게 됩니다.

𝑒𝑖𝑘𝑧 =෍

ℓ=0

∞

𝑖ℓ 2ℓ + 1 𝑗ℓ 𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝜓 𝑟, 𝜃 = 𝐴෍

ℓ=0

∞

𝑖ℓ 2ℓ + 1 𝑗ℓ 𝑘𝑟 + 𝑖𝑘𝑎ℓℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

≃ 𝐴෍

ℓ=0

∞
2ℓ + 1

2𝑖𝑘𝑟
𝑒𝑖 𝑘𝑟+2𝛿ℓ − −1 ℓ𝑒−𝑖𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝑘𝑟 ≫ 1



한 편, 윗 식을 점근적으로 전개할 수 있습니다.

𝑒𝑖𝑘𝑧 =෍

ℓ=0

∞

𝑖ℓ 2ℓ + 1 𝑗ℓ 𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝜓 𝑟, 𝜃 = 𝐴෍

ℓ=0

∞

𝑖ℓ 2ℓ + 1 𝑗ℓ 𝑘𝑟 + 𝑖𝑘𝑎ℓℎℓ
1
𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

≃ 𝐴෍

ℓ=0

∞
2ℓ + 1

2𝑖𝑘𝑟
𝑒𝑖 𝑘𝑟+2𝛿ℓ − −1 ℓ𝑒−𝑖𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃

𝑘𝑟 ≫ 1

≃ 𝐴෍

ℓ=0

∞
2ℓ + 1

2𝑖𝑘𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟 − −1 ℓ𝑒−𝑖𝑘𝑟 +

2ℓ + 1

𝑟
𝑎ℓ𝑒

𝑖𝑘𝑟 𝑃ℓ cos 𝜃



따라서 위상 변화에 대해서 살펴봄으로서,
산란 진폭과 전체 단면적을 다시 표현할 수 있습니다.

𝑎ℓ =
1

2𝑖𝑘
𝑒2𝑖𝛿ℓ − 1 =

1

𝑘
𝑒𝑖𝛿ℓ sin 𝛿ℓ

𝑓 𝜃 =
1

𝑘
෍

ℓ=0

∞

2ℓ + 1 𝑒𝑖𝛿ℓ sin 𝛿ℓ 𝑃ℓ cos 𝜃

𝜎 =
4𝜋

𝑘2
෍

ℓ=0

∞

2ℓ + 1 sin2 𝛿ℓ



이 때 부분파 진폭 𝑎ℓ은 복소수이지만
위상 이동 𝛿ℓ은 실수이며,

운동량 보존을 통해 자유도를 하나 줄이게 되었다는 것을
알 수 있습니다.

𝑎ℓ =
1

2𝑖𝑘
𝑒2𝑖𝛿ℓ − 1 =

1

𝑘
𝑒𝑖𝛿ℓ sin 𝛿ℓ

𝑓 𝜃 =
1

𝑘
෍

ℓ=0

∞

2ℓ + 1 𝑒𝑖𝛿ℓ sin 𝛿ℓ 𝑃ℓ cos 𝜃

𝜎 =
4𝜋

𝑘2
෍

ℓ=0

∞

2ℓ + 1 sin2 𝛿ℓ



실제 문제에서는
주어진 퍼텐셜 𝑉에 대해

부분파 진폭 𝑎ℓ 또는 위상 이동 𝛿ℓ을 계산해야 합니다.



보른 근사Born approximation는
산란을 계산하는 대안적 방법입니다.

이 접근에서 우리는
좀 더 완전한 식으로부터 출발한 뒤,
이 완전한 식을 섭동적으로 전개해서

계산하게 됩니다.



슈뢰딩거 방정식은 일반적으로 위와 같이 적을 수 있습니다.

∇2 + 𝑘2 𝜓 = 𝑄
𝑘 ≡

2𝑚𝐸

ℏ

𝑄 ≡
2𝑚

ℏ2
𝑉𝜓



우변의 𝑄에는 파동 함수 𝜓가 포함되어 있습니다.
이 부분을 모르는 척 하고 이 방정식을

그린 함수Green function의 방법을 사용해서 풀어봅시다.

∇2 + 𝑘2 𝜓 = 𝑄
𝑘 ≡

2𝑚𝐸

ℏ

∇2 + 𝑘2 𝐺 Ԧ𝑟 = 𝛿 Ԧ𝑟

𝜓 Ԧ𝑟 = න𝐺 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0 𝑄 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

𝑄 ≡
2𝑚

ℏ2
𝑉𝜓



한 편, 그린 함수는 위와 같이 주어집니다.

∇2 + 𝑘2 𝜓 = 𝑄
𝑘 ≡

2𝑚𝐸

ℏ

𝑄 ≡
2𝑚

ℏ2
𝑉𝜓 ∇2 + 𝑘2 𝐺 Ԧ𝑟 = 𝛿 Ԧ𝑟

𝜓 Ԧ𝑟 = න𝐺 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0 𝑄 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

𝐺 Ԧ𝑟 = −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟



그린 함수가 이렇게 된다는 것을 확인해 봅시다.

∇2 −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
= ∇ ⋅ ∇ −

𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟



∇2 −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
= ∇ ⋅ ∇ −

𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟

= ∇ ⋅ −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋
∇

1

𝑟
−
𝑖𝑘

4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
Ƹ𝑟



∇2 −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
= ∇ ⋅ ∇ −

𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟

= ∇ ⋅ −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋
∇

1

𝑟
−
𝑖𝑘

4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
Ƹ𝑟

= −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋
∇2

1

𝑟
−

1

4𝜋
∇𝑒𝑖𝑘𝑟 ⋅ ∇

1

𝑟
−
𝑖𝑘

4𝜋
∇

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
⋅ Ƹ𝑟 −

𝑖𝑘

4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
∇ ⋅ Ƹ𝑟

∇ ⋅ 𝑓 Ԧ𝐴 = ∇𝑓 ⋅ Ԧ𝐴 + 𝑓 ∇ ⋅ Ԧ𝐴



∇2 −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
= ∇ ⋅ ∇ −

𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟

= ∇ ⋅ −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋
∇

1

𝑟
−
𝑖𝑘

4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
Ƹ𝑟

= −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋
∇2

1

𝑟
−

1

4𝜋
∇𝑒𝑖𝑘𝑟 ⋅ ∇

1

𝑟
−
𝑖𝑘

4𝜋
∇

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
⋅ Ƹ𝑟 −

𝑖𝑘

4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
∇ ⋅ Ƹ𝑟

=
2

𝑟= −4𝜋𝛿 3 𝑟

= 𝑒𝑖𝑘𝑟𝛿 3 𝑟 +
𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋

Ƹ𝑟 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟2
+
𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋

Ƹ𝑟 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟2
−

𝑖𝑘 2𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
Ƹ𝑟 ⋅ Ƹ𝑟 −

𝑖𝑘

2𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟2



∇2 −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
= ∇ ⋅ ∇ −

𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟

= ∇ ⋅ −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋
∇

1

𝑟
−
𝑖𝑘

4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
Ƹ𝑟

= −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋
∇2

1

𝑟
−

1

4𝜋
∇𝑒𝑖𝑘𝑟 ⋅ ∇

1

𝑟
−
𝑖𝑘

4𝜋
∇

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
⋅ Ƹ𝑟 −

𝑖𝑘

4𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
∇ ⋅ Ƹ𝑟

= 𝑒𝑖𝑘𝑟𝛿 3 𝑟 +
𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋

Ƹ𝑟 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟2
+
𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋

Ƹ𝑟 ⋅ Ƹ𝑟

𝑟2
−

𝑖𝑘 2𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
Ƹ𝑟 ⋅ Ƹ𝑟 −

𝑖𝑘

2𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟2

= 𝛿 3 𝑟 +
𝑘2𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟



따라서 임의의 퍼텐셜에 대한 슈뢰딩거 방정식의 일반 해는
위와 같이 적을 수 있습니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0



𝜓0은 𝑉 = 0일 때의 해입니다.
이 식은 근본적으로 옳은 식이긴 하지만,

두 번째 항에 우리가 구하고자 하는 𝜓가 이미 전제되어 있으므로
이 적분식을 직접 계산하는 것은 불가능합니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0



그러나 이 적분식을 근사적으로 계산하는 것은 가능합니다.
이것을 보른 근사Born approximation라고 합니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0



만일 𝑉 Ԧ𝑟0 가 Ԧ𝑟0 = 0 주위에 국소화되어 있다면
Ԧ𝑟 ≫ Ԧ𝑟0 인곳에서

위와 같이 근사할 수 있습니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
2 = 𝑟2 + 𝑟0

2 − 2Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0 ≃ 𝑟2 1 − 2
Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0
𝑟2



따라서 위와 같이 적을 수 있습니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
2 = 𝑟2 + 𝑟0

2 − 2Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0 ≃ 𝑟2 1 − 2
Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0
𝑟2

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0 ≃ 𝑟 − Ƹ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0



파동수 벡터를 검출기 방향으로 정의하여
Ԧ𝑘 ≡ 𝑘 Ƹ𝑟으로정의하면

위와 같이 근사할 수 있습니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
2 = 𝑟2 + 𝑟0

2 − 2Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0 ≃ 𝑟2 1 − 2
Ԧ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0
𝑟2

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0 ≃ 𝑟 − Ƹ𝑟 ⋅ Ԧ𝑟0

𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
≃
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0



𝜓0 Ԧ𝑟 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧로 놓으면 위와 같이 파동 함수를 근사할 수 있습니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

≃ 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧 −
𝑚

2𝜋ℏ2
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
න𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0



따라서 산란 진폭은 위와 같이 계산됩니다.

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓0 Ԧ𝑟 −
𝑚

2𝜋ℏ2
න
𝑒𝑖𝑘 Ԧ𝑟− Ԧ𝑟0

Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟0
𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

≃ 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧 −
𝑚

2𝜋ℏ2
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
න𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

𝑓 𝜃 = −
𝑚

2𝜋ℏ2𝐴
න𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0



보른 근사에서는 이 적분식을 근사적으로 계산합니다.
𝑉가 작으면 거의 대부분 입자들은

입사 방향으로 통과합니다. (1차 보른 근사)

𝑓 𝜃 = −
𝑚

2𝜋ℏ2𝐴
න𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

𝜓 Ԧ𝑟0 ≃ 𝜓0 Ԧ𝑟0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘
′⋅ Ԧ𝑟0

𝑘′ ≡ 𝑘 Ƹ𝑧: 입사 방향으로의 파동수 벡터



이것을 대입하여 위와 같이 계산할 수 있습니다.

𝑓 𝜃 = −
𝑚

2𝜋ℏ2𝐴
න𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

𝜓 Ԧ𝑟0 ≃ 𝜓0 Ԧ𝑟0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘
′⋅ Ԧ𝑟0

≃ −
𝑚

2𝜋ℏ2
න𝑒𝑖 𝑘

′−𝑘 ⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0



𝑓 𝜃 = −
𝑚

2𝜋ℏ2𝐴
න𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

𝜓 Ԧ𝑟0 ≃ 𝜓0 Ԧ𝑟0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘
′⋅ Ԧ𝑟0

≃ −
𝑚

2𝜋ℏ2
න𝑒𝑖 𝑘

′−𝑘 ⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

= −
𝑚

2𝜋ℏ2
න𝑒𝑖𝜅𝑟0 cos 𝜃0𝑉 𝑟0 𝑟0

2 sin 𝜃0 𝑑𝑟0𝑑𝜃0𝑑𝜙0

중심력장에서 𝑘′ − 𝑘 ⋅ Ԧ𝑟0 = 𝜅𝑟0 cos 𝜃0가 되도록

잡을 수 있습니다. ( Ԧ𝜅 = 𝑘′ − 𝑘)



𝑓 𝜃 = −
𝑚

2𝜋ℏ2𝐴
න𝑒−𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝜓 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

𝜓 Ԧ𝑟0 ≃ 𝜓0 Ԧ𝑟0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑧0 = 𝐴𝑒𝑖𝑘
′⋅ Ԧ𝑟0

≃ −
𝑚

2𝜋ℏ2
න𝑒𝑖 𝑘

′−𝑘 ⋅ Ԧ𝑟0𝑉 Ԧ𝑟0 𝑑3 Ԧ𝑟0

= −
2𝑚

𝜅ℏ2
න
0

∞

𝑟𝑉 𝑟 sin 𝜅𝑟 𝑑𝑟

= −
𝑚

2𝜋ℏ2
න𝑒𝑖𝜅𝑟0 cos 𝜃0𝑉 𝑟0 𝑟0

2 sin 𝜃0 𝑑𝑟0𝑑𝜃0𝑑𝜙0

이므로 여기에
각도 의존성이 담겨있습니다.

𝜅 = 2𝑘 sin
𝜃

2



보른 근사를 사용하는 대표적인 예로
다음과 같은 유카와 퍼텐셜을 적용해 봅시다.

𝑉 𝑟 = 𝛽
𝑒−𝜇𝑟

𝑟



𝑉 𝑟 = 𝛽
𝑒−𝜇𝑟

𝑟

𝑓 𝜃 ≃ −
2𝑚𝛽

ℏ2𝜅
න
0

∞

𝑒−𝜇𝑟 sin 𝜅𝑟 𝑑𝑟



𝑉 𝑟 = 𝛽
𝑒−𝜇𝑟

𝑟

𝑓 𝜃 ≃ −
2𝑚𝛽

ℏ2𝜅
න
0

∞

𝑒−𝜇𝑟 sin 𝜅𝑟 𝑑𝑟

= −
2𝑚𝛽

ℏ2 𝜇2 + 𝜅2



𝑉 𝑟 = 𝛽
𝑒−𝜇𝑟

𝑟

𝑓 𝜃 ≃ −
2𝑚𝛽

ℏ2𝜅
න
0

∞

𝑒−𝜇𝑟 sin 𝜅𝑟 𝑑𝑟

= −
2𝑚𝛽

ℏ2 𝜇2 + 𝜅2

쿨롱 힘의 경우에는 𝛽 =
𝑞1𝑞2

4𝜋𝜖0
및 𝜇 = 0을 대입하면 됩니다.

→ −
2𝑚𝑞1𝑞2
4𝜋𝜖0ℏ

2𝜅2



𝑉 𝑟 = 𝛽
𝑒−𝜇𝑟

𝑟

𝑓 𝜃 ≃ −
2𝑚𝛽

ℏ2𝜅
න
0

∞

𝑒−𝜇𝑟 sin 𝜅𝑟 𝑑𝑟

= −
2𝑚𝛽

ℏ2 𝜇2 + 𝜅2

에너지와 산란 각으로 표현하면 위와 같이 쓸 수 있습니다.

→ −
2𝑚𝑞1𝑞2
4𝜋𝜖0ℏ

2𝜅2

𝜅 = 2𝑘 sin
𝜃

2

= −
𝑞1𝑞2

16𝜋𝜖0𝐸 sin
2 𝜃
2



𝑓 𝜃 2 = 𝐷 𝜃 =
𝑞1𝑞2

16𝜋𝜖0𝐸 sin
2 𝜃
2

2

따라서 다시 한 번 러더퍼드 산란 공식을 얻게 됩니다.
즉, 러더퍼드의 고전적인 산란 공식은

양자역학적인 보른 1차 근사와 일치한다는 것입니다.



보른 근사를 반복하면 좀 더 정확한 결과를 얻게 됩니다.

다음과 같이 함수를 정의합시다.

𝑔 Ԧ𝑟 ≡ −
𝑚

2𝜋ℏ2
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟



보른 근사를 반복하면 좀 더 정확한 결과를 얻게 됩니다.

다음과 같이 함수를 정의합시다.

𝑔 Ԧ𝑟 ≡ −
𝑚

2𝜋ℏ2
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

정확한 식은 다음과 같습니다.

𝜓 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓



보른 1차 근사: 𝜓 ≃𝜓0

𝜓1 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0

𝜓 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓



보른 1차 근사: 𝜓 ≃𝜓0

𝜓1 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0

보른 2차 근사: 𝜓 ≃𝜓1

𝜓2 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓1

𝜓 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓



보른 1차 근사: 𝜓 ≃𝜓0

𝜓1 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0

보른 2차 근사: 𝜓 ≃𝜓1

𝜓2 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓1

𝜓 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓

=𝜓0+න𝑔𝑉 𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0 +ඵ𝑔𝑉𝑔𝑉𝜓0



이 과정을 반복하면 다음과 같습니다.

𝜓 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0+ඵ𝑔𝑉𝑔𝑉𝜓0+ම𝑔𝑉𝑔𝑉𝑔𝑉𝜓0+⋯



이 과정을 반복하면 다음과 같습니다.

각항들이 기여하는 것을 그림으로 그려보면 다음과 같습니다.

𝜓 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0+ඵ𝑔𝑉𝑔𝑉𝜓0+ම𝑔𝑉𝑔𝑉𝑔𝑉𝜓0+⋯



이 과정을 반복하면 다음과 같습니다.

각항들이 기여하는 것을 그림으로 그려보면 다음과 같습니다.

𝜓 =𝜓0+න𝑔𝑉𝜓0+ඵ𝑔𝑉𝑔𝑉𝜓0+ම𝑔𝑉𝑔𝑉𝑔𝑉𝜓0+⋯

상호작용

전파인자 propagator



이와 같이 파동 함수의 형식적인 적분해가
섭동적인 급수 전개로 표시될 때,

각 급수의 적분식은 상호작용과 전파인자의 조합으로 기술되는
직관적인 도형과 대응이 됩니다.



파인만은 여기에서 영감을 얻어
경로 적분을 섭동적으로 계산하기 위해
파인만 도형Feynman diagram이라는 방법을

도입하게 됩니다.



감사합니다
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